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Zusammenfassung

Das Thema dieser Arbeit befindet sich zwischen Reeller Algebraischer Geo-
metrie einerseits und Riemannscher Geometrie andererseits. Motiviert durch
Resultate iiber Riemannsche Varietédten wird ein skalares Kriimmungsmaf fiir
Mengen eingefiihrt, die definierbar in o-minimalen Strukturen sind (z.B.: se-
mialgebraische oder subanalytische Mengen). Die Hauptresultate zeigen, dafl
diese Definition die Eigenschaften erfiillt, die man von einer Skalarkriimmung
erwartet.

Hat die betrachtete definierbare Menge nach oben bzw. unten beschriankte
Schnittkriimmung im Sinne der synthetischen Differentialgeometrie, so ist auch
das Skalarkriimmungsmafl nach oben bzw. unten beschrankt. Weiterhin ist das
Skalarkriimmungmafl unabhéngig von einer Einbettung in einen Euklidischen
Raum, héngt also nur von der inneren Metrik ab. Schlieflich werden Variati-
onsformeln aus der glatten auf die singuldre Situation verallgemeinert.
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Einfithrung

»Man kann eine Grenze nur erkennen,
wenn man sie zu lberschreiten versucht. “

Heinrich Boll

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Kriimmungseigenschaften von singuldren
Mengen. Motiviert durch Betrachtungen der Differentialgeometrie fithren wir
das Skalarkriimmungsmafl von solchen Mengen ein und untersuchen es auf sei-
ne Eigenschaften. Es stellt sich heraus, dafl fiir diese Verallgemeinerung der
Skalarkriimmung klassische Theoreme ihre Giiltigkeit behalten.

Dieses Thema befindet sich zwischen Riemannscher und subanalytischer Geo-
metrie, was seinen Reiz ausmacht. Erst das Zusammenspiel beider Gebiete
ermoglicht es, die Haupttheoreme der Arbeit zu beweisen.

In der Riemannschen Geometrie ist die Kriimmung ein zentrales Objekt. Wich-
tige Theoreme beschreiben den Einflul der Existenz einer Metrik mit gegebe-
nen Kriimmungseigenschaften auf die Topologie einer Mannigfaltigkeit. Bei-
spiele hierzu sind Myers Theorem, der Bettizahlensatz von Gromov oder der
Sphérensatz von Grove-Shiohama. Es stellt sich heraus, dafl man zum Studi-
um dieser Eigenschaften nicht nur feste Mannigfaltigkeiten betrachten muf,
sondern Folgen von Mannigfaltigkeiten mit gegebenen Kriimmungsschranken.
Die Grenzwerte solcher Folgen in der Gromov-Hausdorff-Topologie sind im all-
gemeinen keine Mannigfaltigkeiten mehr, sondern nur noch metrische Rdume.

Die in dieser Arbeit betrachteten ,definierbaren” Mengen sind einerseits allge-
meiner als Riemannsche Mannigfaltigkeiten, da sie schwierige Singularitiaten
aufweisen konnen, andererseits spezieller und besser handhabbar als beliebige
metrische Rdume. Die Kategorie der definierbaren Mengen enthélt semialge-
braische und subanalytische Mengen, aber es gibt viele weitere Beispiele.

Die Moglichkeit, auch auf solchen singulédren Mengen Kriimmungen zu definie-
ren, kristallisierte sich im Laufe dieses Jahrhunderts heraus. Mehrere Autoren



untersuchten verschiedene Klassen von singuldren Mengen und zugeordneten
Kriimmungen. Wesentlich ist hier der Gebrauch der Integralgeometrie, die im
Gegensatz zum Differentialformenkalkiil auch fiir grofie Klassen von singuliaren
Mengen brauchbare Ergebnisse liefert. Diese Entwicklung ist zu vergleichen mit
der Theorie der Distributionen, wo man mit Hilfe von Integralen den Defini-
tionsbereich von Differentialoperatoren erweitern kann.

Eine wichtige Klasse von Kriimmungen sind Lipschiz-Killing-Kriimmungen,
die im klassischen Fall von H. Weyl eingefithrt wurden. Die Ubertragung auf
definierbare Mengen kann iiber Integralgeometrie oder iiber geometrische Maf3-
theorie geschehen und wurde von Brocker-Kuppe bzw. Fu erfolgreich durch-
gefiihrt.

Das Leitmotiv dieser Arbeit bildet die Beobachtung, dafl eine der Lipschitz-
Killing-Kriimmungen als Skalarkriimmung interpretiert werden kann. Im klas-
sischen Fall, d.h. fiir glatte Mannigfaltigkeiten, war dies schon lange bekannt.
Diese Interpretation macht jedoch nur dann auch im singuldren Fall Sinn,
wenn man Sétze iiber die Skalarkriimmung von Mannigfaltigkeiten auf sin-
guldre Mengen iibertragen kann. Genau das wird in dieser Arbeit getan.

Welche klassischen Sitze kommen fiir die Ubertragung in Frage? Zunichst
stellt man fest, dafl es nicht sehr viele Aussagen iiber die Skalarkriimmung
gibt. Dieses Konzept ist (im Gegensatz zur Schnittkriimmung) zu schwach,
um interessante Aussagen zur Geometrie und Topologie zu liefern. Dennoch
gibt es solche Sétze, z.B. iibertragen sich obere oder untere Schranken fiir die
Schnitt- bzw. Ricci-Kriimmung auf die Skalarkriimmung, es gibt die Losung
des Yamabe-Problems von Aubin und Schon sowie diverse Variationsformeln
fiir das iiber die Skalarkriimmung definierte Hilbertfunktional. Existenzfragen
im Zusammenhang mit der Skalarkriimmung von glatten Mannigfaltigkeiten
fithren auf wichtige offene Probleme, Stichwort ist hier die Gromov-Lawson-
Vermutung.

Wir wollen jetzt andeuten, welche der erwithnten Aussagen Ubertragungen auf
die singulédre Situation haben.

Fiir den Fall von Mannigfaltigkeiten folgt offensichtlich aus einer oberen oder
unteren Schranke fiir die Schnittkriitmmung eine solche fiir die Skalarkriimmung,.
Im singulédren Fall kennt man jedoch keine verniinftige Definition von Schnitt-
kriimmung, so daf eine Ubertragung dieser Aussage zunichst sinnlos erscheint.
Die Idee liegt nun darin, daf§ man nicht genau wissen muf}, was die Schnitt-
kriimmung ist, um zu definieren, dafl sie positiv oder negativ ist. Es gibt zwei
Theorien, die diese Bedingungen an die Schnittkriimmung in rein metrischen
Termen ausdriicken, welche auch noch fiir beliebige metrische Rdume Sinn
machen. Damit gewinnt die Aussage: ,,Ein metrischer Raum hat positive bzw.
negative Kriimmung“ eine konkrete Bedeutung, die im Falle von Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten dquivalent zu der differentialgeometrischen Aussage
ist. Die singuldren Mengen, die wir in dieser Arbeit betrachten, tragen eine
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Metrik und man kann deshalb davon sprechen, dafl sie positive oder negative
Schnittkriimmung besitzen.

Welche Schlufifolgerungen fiir die Skalarkriimmung kann man daraus ziehen?
Die Skalarkriimmung ist keine Funktion wie im klassischen Fall, sondern ein
signiertes Mafl. Wéahrend man in der klassischen Situation aus einer Beschrén-
kung fiir die Schnittkriimmung eine (punktweise) Beschrankung fiir die Skalar-
kriitmmung gewinnt, erhélt man im singuléren Fall eine Beschrankung des Ska-
larkriimmungsmafles. Diese Verallgemeinerung der klassischen Sétze ist der
Hauptteil dieser Arbeit.

Wir skizzieren die benutzten Beweismethoden. Mit einer relativ geradlinigen
Rechnung kann man das Skalarkriimmungsmafl unter Zuhilfenahme von geo-
metrischen Groflen ausdriicken. Diese Groflen miissen dann unter der Vor-
aussetzung von oberen bzw. unteren Schnittkriimmungsschranken abgeschétzt
werden. Dazu benotigt man eine gute Kontrolle des inneren Abstandes bei
singuldren Metriken. Diese Kontrolle gewinnt man, sobald die betrachteten
Mengen gewisse gute Stratifikationen haben. Die Kombination von Techniken
der metrischen Differentialgeometrie mit Resultaten {iber diese Stratifikationen
liefert dann die gewiinschten Resultate.

Es wére schon, analog zu der metrischen Definition von positiver bzw. negativer
Schnittkriimmung definieren zu kénnen, wann ein metrischer Raum positive
bzw. negative Ricci-Kriimmung besitzt. Das scheint ein schwieriges Problem
zu sein, Ansétze dazu findet man in den Arbeiten von Cheeger und Colding.
Hat man eine solche metrische Definition, so sollte fiir die Skalarkriimmung
von singuldren Mengen wieder die analoge Aussage wie im glatten Fall gel-
ten, d.h. positive bzw. negative Ricci-Kriimmung zieht positive bzw. negative
Skalarkriimmung nach sich.

Wir kommen zu den Variationsformeln fiir die Skalarkriimmung. Hier besteht
zunéchst ein konzeptionelles Problem darin, dafl man auf einer singuldren Men-
ge eine Klasse von Metriken betrachten mochte. Durch die Einbettung in einen
Euklidischen Raum ist schon eine feste Metrik vorgegeben, wie kommt man also
zu Variationen derselben? Hier hilft die Theorie der Analytisch-Geometrischen
Kategorien weiter, mit deren Hilfe man eine gegebene Menge mit verschiede-
nen Metriken ausstatten und entsprechend verschiedene Skalarkriimmungen
ausrechnen kann.

Eine natiirliche Frage ist beispielsweise folgende: Kann man eine gegebene
Metrik stets konform #&ndern, so dafl die Skalarkriimmung konstant wird? Im
klassischen Fall ist das das so genannte Yamabe-Problem, welches von Au-
bin und Schon im wesentlichen gelost wurde. Leider ist eine Ubertragung auf
die singuldre Situation nicht moglich, wie man an einfachen Gegenbeispielen
erkennen kann.

In der Riemannschen Geometrie untersucht man weiterhin das Hilbertfunk-
tional, welches als Integral iiber die Skalarkriimmung einer Mannigfaltigkeit
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definiert ist. Dieses Funktional spielt eine wesentliche Rolle in der Allgemeinen
Relativitédtstheorie und fithrt zum Begriff der Einsteinmannigfaltigkeit. Wir
untersuchen in dieser Arbeit Variationsformeln fiir das Hilbertfunktional un-
ter konformen Anderungen der Metrik und zeigen, daf klassische Formeln ihre
Giiltigkeit behalten. Motiviert durch diese Ergebnisse kénnen wir singuléire
Mengen mit konstanter Skalarkriimmung definieren. Wir werden einige Bei-
spiele fiir solche Mengen angeben.

Der allgemeine Fall, d.h. nicht notwendig konforme Anderungen der Metrik,
soll in einer spéateren Arbeit aufgegriffen werden. Die Schwierigkeiten, die dabei
auftreten, lassen sich schon bei den Variationsformeln fiir konforme Anderun-
gen der Metrik erahnen: gewisse Terme kénnen unter Ausnutzung von klas-
sischen Sétzen (Satz von Gauss, Satz von Stokes) gekiirzt werden, aber die
Giiltigkeit dieser Sétze ist in der singuldren Situation im allgemeinen nicht
gewihrleistet.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: im ersten Kapitel wird die Skalarkriimmung
definiert und auf geometrische Groflen zuriickgefiithrt. Zentrale Begriffe wie
Analytisch-Geometrische Kategorie, Lipschitz-Killing-Kriimmung oder zahme
Stratifikation werden eingefiihrt. Im zweiten Kapitel werden einige Sétze be-
reitgestellt, die von unabhéngigem Interesse sind und in spéiteren Beweisen be-
nutzt werden. Diese Sitze beziehen sich vor allem auf die Dichte von singuléren
Mengen sowie auf die Geometrie von Geodétischen. In den Kapiteln 3 und 4
werden die oben erlduterten Theoreme zum Zusammenhang zwischen Schnitt-
kriitmmung und Skalarkriimmung bewiesen. Diese beiden Theoreme bilden das
Hauptergebnis dieser Arbeit. Die Beweise erfordern eine gute Kenntnis sowohl
der metrischen Differentialgeometrie als auch der Theorie o-minimaler Struk-
turen. Nur das Zusammenspiel dieser Theorien ermdoglicht die Beweisfithrung.
Im 5. Kapitel wird gezeigt, dafl die Skalarkriimmung eine innere Grofle ist,
d.h. nur von der Isometrieklasse, nicht aber von der Einbettung abhangt. Im
6. und letzten Kapitel untersuchen wir den Einflul von konformen Variatio-
nen der Metrik auf die Skalarkriimmung. Es werden Beispiele fiir singulire
Mengen konstanter Skalarkriimmung angegeben. AbschlieBend gehen wir auf
offene Probleme und weitere Fragestellungen ein, die sich ganz natiirlich aus
den Ergebnissen dieser Arbeit ergeben.
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Notationen

Das Volumen des i-dimensionalen Einheitsballes wird mit b; bezeichnet. Wir
benotigen die Rekursionsformel b; 5 = iL—”QbZ Das Volumen der i-dimensionalen
Einheitssphére ist gegeben durch s; = (i + 1)b;41.

Die eindeutig bestimmte, einfach zusammenhéngende, vollstéindige Riemann-
sche

Raumform der Dimension m mit konstanter Kriimmung « und Dimension
m > 2 wird mit H]" bezeichnet. Fiir K = 0 ist das der Euklidische Raum,
fiir k > 0 eine m-Sphére mit geeignetem Radius und fiir Kk < 0 ein geeigneter
hyperbolischer Raum.

Wir schreiben O(s) fiir einen Term, fiir den 9) hei s — 0 beschriinkt bleibt.

Wenn dieser Ausdruck sogar gegen 0 konvergiert, so schreiben wir o(s). Fiir
Funktionen, die von s abhéngen, bedeutet die Schreibweise f < g+o(s), daB es
einen Term c(s) gibt, der sich wie o(s) verhélt und fir den f < g+ ¢ gilt. Wir
f(s) <
9(s) —

sagen weiterhin, dafl f asymptotisch kleiner gleich ¢ ist, wenn lim sup,_,,
1 gilt.

Fiir eine polynomiale Funktion in r bezeichnen wir den Koeffizienten vor r™
mit coeff,, (f).

Das Zeichen L bedeutet orthogonales Komplement eines linearen Raumes. Oft
haben wir es mit gepunkteten affinen Raumen (7', P) zu tun, in diesem Fall be-
zeichnet T den affinen Raum, der orthogonal zu 7T ist und durch P geht. Zum
Beispiel ist (TpM)* der affine Raum, der senkrecht auf dem Tangentialraum
der eingebetteten Mannigfaltigkeit M steht und durch P geht.

Der Begriff ,,Geodétische“ steht im allgemeinen fiir , global kiirzeste Verbin-
dung zwischen zwei Punkten®“. Anderenfalls sprechen wir von , lokalen Geodéti-
schen®.
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Kapitel 1

Skalarkriimmung definierbarer
Mengen

Dieses Kapitel bildet die Grundlage fiir die weitere Arbeit. In ihm werden viele
der benotigten Begriffe eingefiihrt und bereits einige wichtige Sétze bewiesen.
Eine der Lipschitz-Killing-Kriimmungen wird als Skalarkriimmung interpre-
tiert. Die Richtigkeit dieser Definition wird in spéteren Kapiteln untermauert.
Die schwer zu durchschauende Definition der Skalarkriimmung, die stratifi-
zierte Morsetheorie verwendet, wird durch die Ergebnisse von Abschnitt 1.4
beleuchtet, wo Formeln angegeben werden, die nur geometrische Grofien ver-
wenden. Das kann spéter dazu benutzt werden, in anderen Situationen die Ska-
larkriimmung durch eben diese Formeln zu definieren und macht auch dann
noch Sinn, wenn gar keine Lipschitz-Killing-Kriimmungen mehr gegeben sind.

1.1 O-minimale Systeme

Definition 1.1. Fin O-minimales System ist eine Folge 0 = (0p)n=123,.. SO

dafs

a) o, ist eine Boolesche Algebra des IR™ und IR" € o,,.
b) Firl <i<j<n ist die Menge {z; = x;} € IR" enthalten in o,.
c) Ist X € 0y, dann ist X X R € 0,41 und R X X € 0y41.

d) Ist X € 0,41, dann ist m1(X) € o, wobei w : R™™ — IR"™ die Projektion
auf die ersten n Koordinaten bezeichnet.

e) Die Graphen von Addition und Multiplikation gehédren zu os. (/Iquivalent
dazu: Die n-dimensionalen algebraischen Mengen sind Elemente in o).
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f) o1 besteht genau aus den endlichen Vereinigungen von Punkten und In-
tervallen.

Beispiele:

e Das kleinste Beispiel eines O-minimalen Systems bildet die Menge der
semialgebraischen Mengen (siehe [B-C-R87]). Die Uberpriifung der Be-
dingungen geschieht mit Hilfe des Prinzips von Tarski-Seidenberg.

e Global subanalytische Mengen bilden ein weiteres O-minimales System
(IR,,). Sie sind definiert als Teilmengen X € IR"™, die in P"(IR) subanaly-
tisch sind. Damit werden Funktionen wie sin(x) ausgeschlossen, die zwar
subanalytisch sind, aber in keiner o-minimalen Struktur liegen kénnen.

e Uber IR.,, definierte Mengen liefern ein O-minimales System ([Wil96]).
Diese Mengen sind definiert iiber Formeln, in denen die Zeichen +, -, <
,exp sowie die reellen Zahlen und logische Verkniipfungen vorkommen
konnen. Beispielsweise ist der Graph der Exponentialfunktion in dieser
Struktur definierbar.

Die grundlegenden Eigenschaften von O-minimalen Systemen kann man in
[Dri98] nachlesen. Eine gute Einfiihrung stellt [Cos00b] dar.

Fiir den weiteren Verlauf spielt es keine Rolle, welches konkrete O-minimale
System wir ausgewéhlt haben. Deswegen sprechen wir einfach von definierba-
ren Mengen und meinen damit definierbar in irgendeinem O-minimalen Sys-
tem.

1.2 Geometrische Kategorien

So wie man in der Riemannschen Geometrie Mannigfaltigkeiten betrachtet,
die nicht in einen Euklidischen Raum eingebettet zu sein brauchen, sondern
abstrakt definiert sind, kann man auch abstrakt stratifizierte Rdume unter-
suchen. In dieser Allgemeinheit 1&8t sich jedoch wenig sagen iiber die innere
Geometrie, beispielsweise kann das Volumen unendlich werden, der innere Ab-
stand ist nicht wohldefiniert und die Dichte braucht nicht zu existieren. Aus
diesen Griinden arbeiten wir in einem einfacheren Rahmen, der Theorie der
Geometrischen Kategorien. Sie erlaubt es, die Theorie von einer Einbettung
in einen Euklidischen Raum zu befreien und gleichzeitig alle gewiinschten Fi-
genschaften zu erhalten. Deswegen stellt sie einen natiirlichen Rahmen fiir un-
sere Untersuchungen dar. Wichtig ist in diesem Zusammenhang zu bemerken,
dafl die betrachteten Mengen (sogenannte C-Mengen) und Mannigfaltigkeiten
im Gegensatz zu definierbaren Mengen noch keine natiirliche Metrik tragen,
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sondern diese erst durch Angabe einer Riemannschen Metrik auf der umge-
benden Mannigfaltigkeit definiert sind. Das erdffnet interessante neue Frage-
stellungen, beispielsweise ob eine gegebene C-Menge eine Metrik mit positiver
Skalarkriimmung trégt.

Zunichst werden wir in diesem Abschnitt Geometrische Kategorien definieren
und einige Beispiele geben. Anschlieflend beschreiben wir den fiir uns wichtigen
Zusammenhang mit o-minimalen Strukturen. Dabei halten wir uns an die Dar-
stellung aus [D-M96], weisen aber auch auf [Sch00] hin, wo die Beziehungen
zwischen y-Systemen, o-minimalen Systemen und Analytisch-Geometrischen
Kategorien klar herausgearbeitet werden.

Danach definieren wir die innere Metrik von C-Mengen. Die Haupttheoreme
des ersten Teils dieser Arbeit werden wir zunéchst fiir o-minimale Mengen
formulieren und danach auf Geometrische Kategorien iibertragen, wobei der
zweite Schritt im Gegensatz zum ersten recht einfach ist.

Definition 1.2. Fine Analytisch-Geometrische Kategorie ist eine Menge C
bestehend aus Paaren (M, S) mit folgenden Eigenschaften:

a) M ist eine (reell analytische) Mannigfaltigkeit und S eine Teilmenge von
M.

b) Fiir ein festes M ist die Menge der S C M mit (M, S) € C eine Boolesche
Algebra, die M enthdlt. Wir bezeichnen sie auch mit C(M).

c) Aus (M, S) € C folgt (M x IR,S x IR) € C

d) Ist f: M — N eine eigentliche analytische Abbildung und (M, S) € C,
dann ist (N, f(S)) € C.

e) Ist S eine Teilmenge von M, (U;) eine offene Uberdeckung von M, dann
ist (M, S) € C genau dann, wenn (U;, S NU;) € C fir jedes i.

f) Die beschrinkten Mengen in C(IR) sind genau die endlichen Vereinigun-
gen von beschrdnkten Intervallen und Punkten.

Beispiel: Die kleinste analytisch-geometrische Kategorie besteht aus den sub-
analytischen Teilmengen von Mannigfaltigkeiten. Weitere Beispiele werden sich
aus dem nachfolgenden Theorem ergeben.

1.2.1 Korrespondenz zwischen Analytisch-Geometrischen
Kategorien und o-minimalen Strukturen

Ist eine Analytisch-Geometrische Kategorie C gegeben, so definiert man eine
o-minimale Struktur ¢ := ¢(C) durch

o ={XCR": X e€C(P"(R))}
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Dabei fafit man IR™ als offene Teilmenge von P"(IR) auf, indem man
(Y1, yyn) € R" mit (1:y;:---:y,) € P"(IR) identifiziert.

Speziell liegen alle beschrénkten Mengen aus C(IR") in o,,.

Umgekehrt sei nun eine o-minimale Struktur o iiber IR,, gegeben, d.h. eine
o-minimale Struktur, die die global subanalytischen Mengen enthélt.

Dann definiert man eine Analytisch-Geometrische Kategorie C := C(0), und
zwar ist S € C(M"™) genau dann, wenn es zu jedem Punkt z € M eine of-
fene Umgebung U von z in M gibt, eine offene Menge V' € IR™ sowie einen
analytischen Isomorphismus i : U +— V, so dal h(U N S) € o, gilt.

Theorem 1.3. (van den Dries, Miller)

a) Die beiden Operationen sind wohldefiniert, d.h. fir eine Analytisch-Geo-
metrische Kategorie C ist o(C) eine o-minimale Struktur iber IR,, und
fir eine o-minimale Struktur o diber IR, ist C(c) eine Analytisch-Geo-
metrische Kategorie.

b) Die beiden Operationen sind invers zueinander.

Den Beweis dieses Theorems sowie viele interessante Sitze und Eigenschaften
von Analytisch-Geometrischen Kategorien kann man in [D-M96] nachlesen.

1.3 Zahme Stratifikationen und Definition der
Skalarkriimmung

Jetzt wollen wir zahme Stratifikationen und Verdier-Stratifikationen definie-
ren. Zahme Stratifikationen brauchen wir, um die Lipschitz-Killing-Mafle iiber-
haupt zu definieren. Verdier-Stratifikationen werden beim Beweis des Haupt-
theorems iiber Rd&ume mit nach oben beschrinkter Kriimmung eine wesentli-
che Rolle spielen. Was Stratifikationen sind und was man damit machen kann,
kann beispielsweise in [G-M88], [Ku99] oder [TaLe98] nachgelesen werden. Dort
werden auch Whitney-Stratifikationen definiert, wir gehen deshalb hier nicht
weiter auf sie ein, obwohl wir sie oft benutzt werden.

Definition 1.4. Sei S = UX® C IR" eine definierbare Stratifikation der kom-
pakten definierbaren Menge S. Dann nennen wir sie eine Verdier-Stratifika-
tion, wenn die folgenden Bedingungen erfillt ist: Fiir jedes Paar von Straten
X X7 mit X' € X7\ X7 und jeden Punkt P € X' gibt es eine Konstante
C > 0 und eine Umgebung U von P in IR"™, so daf

S(T,X'\ T, X)) <Cllz—vy|, z€eX'NnU,yeX'NU
gilt. Dabei ist 6 der Abstand von Vektorrdumen, definiert durch
5T, T")= sup dv,T")

verJof=1
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Das Hauptresultat von [TaLe98] besagt, dafi jede definierbare Menge eine
Verdier-Stratifikation besitzt. Wir kénnen deshalb im folgenden mit Verdier-
stratifizierten Mengen arbeiten, was zusétzliche Informationen iiber die Tan-
gentialrdume liefert.

In [Ku99] wird bewiesen, daf definierbare Mengen sogenannte zahme Whitney-
Stratifikationen besitzen. Diese spielen in der Integralgeometrie eine grofie Rol-
le, denn sie machen einen Zugang via stratifizierter Morsetheorie méglich.

Definition 1.5. Wir nennen eine Whitney-Stratifikation X = UX' C IR"
einer kompakten definierbaren Menge zahm, wenn es eine Whitney-Stratifika-
tion UNH des Einheitsnormalenraumes Nor, X C IR™ x S™~! C IR*" gibt, die
die folgenden beiden Bedingungen erfillt:

a) {N"} ist mit den Mengen Nor, Tx: X7, X' C XJ kompatibel.

b) Die Projektion 7 : Nor, X — X, (z,v.) — x ist stratenweise submersiv.

Diese Definition stammt aus [Ku99]. Dort werden allgemeinere, nicht notwen-
digerweise definierbare Mengen betrachtet, die ebenfalls zahme Stratifikatio-
nen besitzen. Man kann auf diesen Mengen verniinftig Integralgeometrie be-
treiben und Volumenwachstumsformeln sowie kinematische Formeln beweisen.
Der springende Punkt ist die Tatsache, dafl man bei zahmen Stratifikationen
stratifizierte Morsetheorie anwenden kann (d.h. es gibt geniigend viele Morse-
funktionen) und auf diese Weise die Lipschitz-Killing-Kriimmungen definieren
kann. Diese hédngen dann nicht von der gewihlten Stratifikation ab.

Wir skizzieren die Definition der Lipschitz-Killing-Kriimmungen und verwei-
sen auf [Ku99] fiir viele weitere Eigenschaften und Sitze. Ubrigens gibt es
einen anderen Zugang zu Lipschitz-Killing-Kriimmungen, der von Fu ([Fu94))
gefunden wurde. Er benutzt normale Zyklen und Geometrische Mafitheorie.

Zuerst definieren wir einen Index (3:

Definition 1.6. Sei X C IR" eine kompakte definierbare Menge mit zahmer
Stratifikation X = UX". Sei (x,v) € Nor X. Wir setzen

Bz, v) :=1—=x(Osp(z,v)NX), 0<iKOK1

wober
i v
Osp(x,v) == {x+w '4(1)710) < 5 0, <w, m> = (5tan9}

Der Index B(a:, v) wird analog definiert, nur dafl jetzt statt Osg(x,v) die Menge

Osox,v) = {a: +w ll(v,w) < ——40,]

vl 3
S
iR
(@)

2|
ES

——

verwendet wird.
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Bemerkung:

e In [Ku99] wird mit dem Index [ gerechnet, um die Lipschitz-Killing-
Kriimmungen zu definieren. Berechnungen mit B sind manchmal ein-
facher und bei zahmen Stratifikationen stimmen beide Indizes fast iiberall
iiberein, so dafl wir hier eher mit letzterem Index rechnen.

e Die Motivation, den Index so zu definieren, kommt von der stratifizierten
Morsetheorie. Wir kénnen (3 interpretieren als normalen Morseindex der
Hohenfunktion in Richtung —v (siehe [Ku99]).

e Die Abbildung £ : Nor X +— IR" (z,v) — x + v kann benutzt wer-
den, um eine Volumenform d Voly, x := E*d Volg. auf Nor X durch
Zuriickziehen zu definieren. Wir bezeichnen mit Tub, (X, B) die Menge
der Normalenvektoren mit Fuflpunkt in der Borelmenge B C X und
Lénge kleiner oder gleich r.

Definition und Satz 1.7. Unter den gleichen Voraussetzungen wie oben ist

Volg Tub, (X, B) = / B(x,v)d Volne x (z,v)
Tub,(X,B)

wohldefiniert und liefert ein Polynom in r:

Volg Tub, (X, B) =: Y _bpM, (X, B)r*
k=0
Die signierten Mafse A;(X, —) heiffen Lipschitz-Killing-Kriimmungen von
X und sind unabhdngig von der gewdhlten Stratifikation.

Wenn die Dimension von X genau m betrégt, so verschwindet A(X, —) iden-
tisch fur & > m, A, (X, —) ist das m-dimensionale Volumenma8, Ay(X, —)
das Analogon der Chern-Gauf3-Bonnet-Form. Wir beschéftigen uns nur mit
Ay—o(X, —), welches die Rolle einer Skalarkriimmung spielt. Das gilt sogar
dann, wenn der Raum in keiner Weise glatt ist. Dieses Maf} verschwindet auf
Straten der Dimension kleiner als m — 2. Auf Straten der Dimensionen m — 2,
m — 1 bzw. m ist es jeweils stetig beziiglich der kanonischen Volumenmafe.

Definition 1.8. Sei S eine kompakte definierbare Menge der Dimension m.
Dann nennen wir das signierte Maf

scal(S, —) 1= 4nA\,,_2(S, —)

die Skalarkritimmung von S.

Bemerkung: Der Name Skalarkrimmung wird auf vielfaltige Weise gerecht-
fertigt werden. Ist S zufélligerweise eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so lie-
fert dieses Maf} nichts anderes als das Integral iiber die gewohnliche Skalar-
kriitmmung. Weiterhin gelten analoge Sétze wie im glatten Fall: Ist die Schnitt-
kriimmung positiv oder negativ, so gilt das auch fiir die Skalarkriimmung.
Diese Sétze werden wir im folgenden beweisen. Zuvor miissen wir die Skalar-
kriimmung umrechnen auf geometrische Groflen.
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1.4 Berechnung der Skalarkriimmung

In diesem Abschnitt sei eine kompakte definierbare Menge S und eine feste
zahme Stratifikation S = U;X? gegeben. Dabei sind die X° jeweils Straten
der Dimension ¢. Da es normalerweise mehrere Straten einer Dimension gibt,
miifiten wir konsequenterweise einen zweiten Index einfiithren, um sie zu unter-
scheiden. Das wiirde die Notation jedoch nur komplizierter als notig machen.
Wir sagen also im folgenden Dinge wie: ,,Sei X* ein Stratum der Dimension
1, und meinen damit irgendeins der ¢-dimensionalen Straten.

1.4.1 Skalarkriimmung auf m-Straten

Wir fiihren hier eine Rechnung durch, deren FErgebnis schon Hermann Weyl
bekannt war. Sie dient als Aufwéirmiibung fiir die schwierigeren Berechnungen
bei niederdimensionalen Straten.

Aus der allgemeinen Theorie der Lipschitz-Killing-Kriimmungen zahmer Men-
gen [Ku99] wissen wir, dafl es eine mefibare Funktion A gibt, so daf fiir alle
Borelmengen U C X™ die Gleichung

Ao (S,U):/Uh(x)dvolm

gilt. Unser Ziel ist es, h bestimmen.

Sei zp € X™ und U eine geniigend kleine Umgebung von xy in X™. Wir wéhlen
Koordinaten ¢ : R™ DV — U C X™, (&1, ,&m) — (&, ... ,&n) einer
Umgebung von zg, so dal die Vektoren 0; := g—g eine Orthonormalbasis des
Tangentialraumes 7, X™ bilden. Dann gilt d&§; A ... A d§,(z) = g(x)d vol,,,
wobei g eine glatte Funktion mit g(xg) = 1 ist. Weiterhin w#hlen wir eine
differenzierbare Familie von Normalenvektorfeldern vy, ... ,v,_,, die in jedem
Punkt einer Umgebung von xj ein Orthonormalsystem des Normalenraumes

bilden. Die Orientierung sei so gewéahlt, dafl {g—g’_,vl, e ,vn_m} eine positiv
orientierte Basis des IR" darstellt.

Um die Notation einfach zu halten, setzen wir dy := dy; A ... A dy,_,, und
d§ == d& N .. N dE,.

Wir setzen
H:B"™(r)xVm— R"

H(yla"' ayn7m7€17"' afm) = ¢(€17 afm)+y1vl+y202+---+ynfmvn7m
Vi=1y10 +...+ Yn—mUn—m
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Das Bild von H ist die Menge der Normalenvektoren mit Fuflpunkt in U und
Lange kleiner oder gleich r. Es folgt

volg Tub, (S,U) = / det (DH) B (z,v) dy A d§

VxBn—m(r)

Wir wissen weiterhin dafi 3 (z,v) = 1 fiir jedes z € U und alle v € T;S
gilt. Die ganze Information steckt also in der Determinante det(DH). Uns
interessiert nur der Koeffizient vor r"~""2.

Ausgewertet im Punkt z liefert die obige Gleichung
bnferZh (xO) rnfm+2
81}1 a@k

= det (vl,... R D e T ,Gm) dy
/B('r) Zgl:k 08, 0&;

Wir zerlegen den Vektor g—g entsprechend der Projektion auf den Tangential-

raum 7, X™ in einen orthogonalen und einen tangentialen Anteil:
al)l . al)l L 1 c%l T
o \ 0% &3

Nur der zweite Term trégt etwas zur Determinante bei, da der erste eine Li-
nearkombination der Normalenvektoren v; ist.

Bezeichnet man mit [,, die zweite Fundamentalform in Richtung v, (siehe
[Jost98], Abschnitt 3.6.), so gilt

8vl T
(%) =@,
p

Analog haben wir

8vk T
(3—5]) = 1, (9;,0,) 0,
q

Wir setzen das in die Determinante ein und sehen, dafl nur dann ein Beitrag
vorliegt, wenn p =7, und q = 7, j. Also gilt
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bnfm+2 h (.1'0) rnfm+2

:/ { Z det (Ul,... ,vn,m,@l,... ayllvl (8“82) &, ayklvk (8]',8]') 8]',... ,@m)
B(r)

i<jilk

i<jilk

+ ) det (Vi Vs Ot Uil (05,05) 05, -yl (05,00 O, ,am)}dy

> / 0 (0090 10, (05.03) = L (0197 (0,00 dy
B(r

1<j;l,k

Aus Symmetriegriinden verschwindet das letzte Integral fiir [ # k. Es ergibt
sich

bnfm+2 h (.1'0) rnfm+2

= ZZ/B( )y? (Lo, (03, 05) Ly (05, 05) — Ly, (0, 05) L, (95, 0r)) dy

1<j 1
W 0 > (R(9;,0:) 0:,0;)
1<j
= n7mrn*er2 Z K (a“ aj)
i<j
1
= n,mrn_m+2 58 ([['0)

Die Gleichung (%) folgt aus der Gauss-Gleichung (siehe [Jost98], Theorem
3.6.2.). Die Konstante C,, ,, kann einfach berechnet werden, es ist

br—m
Cn,m = / yl2dy1 ARTRWA dynfm = 2
Bt

2m
Daraus folgt

h(xg) = ot (o)

Damit haben wir bewiesen:

Lemma 1.9. Fliir jede Borelmenge U, die in X™ enthalten ist, gilt

Ao (S,U) = %/Us(x)dvolm(a:)

™
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1.4.2 Skalarkriimmung auf m — 1-Straten

In diesem Abschnitt nehmen wir an, da§ wir ein m — 1-Stratum X™ ! vor-
liegen haben, welches auf dem Rand von genau zwei m-dimensionalen Straten
X1, X3 liegt. Gibt es mehr solcher Straten oder nur eins davon, so kann man
in der Rechnung leichte Modifikationen vornehmen und bekommt dhnliche For-
meln.

Wir fixieren einen Punkt zy auf dem Stratum X™ !. Der Normalenschnitt
(T, X™ )" N S ist lokal die Vereinigung zweier eindimensionaler Kurven.
Da diese definierbar sind, haben sie in xy wohldefinierte Tangentenrichtungen
wy(xo) und wy(xg). Als Funktion von zg betrachtet sind w; und ws ebenfalls
definierbar und damit d vol,,_;- fast iiberall differenzierbar.

Aus der Theorie von Brocker-Kuppe folgt, daf A,,_» ein stetiges Mafl auf X™!
darstellt. Das bedeutet, dafl es eine mefibare Funktion h gibt, so daf§ fiir alle
Borelmengen U C X™!

As (S,U) = / h(2) dvol,,
U

gilt.

Unser Ziel ist es, h(zg) fiir jeden Punkt xy auszurechnen, fiir den w; und wy
differenzierbar sind in einer Umgebung von xq. Setze wieder dy := dy; A ... A
AYp—mr1 und d€ :=d&g N ... ANdEp—1.

Fiir eine Umgebung U von z, in X™ ! wihlen wir ein Koordinatensystem

¢RI DOV =UCX™ (&,... &) = ¢(&,. .. &n1), so daBl die
Tangentenvektoren 0; := g—g eine Orthonormalbasis in zy bilden. Dann ist in
einer Umgebung von xy d&; A ... A d&y,—1 (z) = g(x)dvol,_1 () mit einer

stetigen Funktion ¢ fiir die g (xo) = 1 gilt.

Weiterhin wéhlen wir wieder differenzierbar variierende Normalenvektoren
V1, -« 5 Un_mi1, die in jedem Punkt einer Umgebung von x( eine Orthonormal-
basis des Normalenraumes bilden. Wir kénnen die Vektoren so umnumerieren,

daf {g—?, Vi, ... ,vn_m+1} eine positiv orientierte Basis des IR™ ist.

Da w; in den Normalenrdumen liegt, gibt es Funktionen ng‘) mit

n—m-+1

w; = E cg-l)vj
j=1

Wir definieren eine Funktion H durch:
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H:B" "™ (r)x Vi R"
H (y17 s 7yn—m+17517 cee 7§m—1)
=0 &y Ema1) F Y101 F Y202 + o Ynem 1 Une 1

Vi=Y101 + YUz + ...+ Ynemt+1Un—m+1

Das Bild besteht wieder aus all jenen Normalenvektoren mit Lénge < r, deren
FuBipunkt in U liegt. Es gilt also

volg Tub, (S,U) = / det (DH) (B (xz,v) dy A d§

VxBn—m+l(r)

Die Determinante kann wie folgt berechnet werden:

8@1 8@1
det (DH) = det e Up—mal, O —+...,0 —+...,...
et ( ) e (Ub s Un—m+1 1+yla€1 + 2+y18§2+ )

Die Vektoren w; definieren zwei Hemisphéiren H,, Hy auf der Sphire S™ ™.
Sei v, der Einheitsvektor in Richtung v, dann ist f(z,v) = B (z,v.) = 1 —
1p, (ve) — 1, (ve). Diese Gleichung folgt leicht aus der Tatsache, da8 5 gleich
dem normalen Morseindex von h_,, in xq ist. (siehe [Ku99], Prop. 5.2.14.)

Eine simple Integration zeigt

/ (yl"”’yn*erl)dy:(Oa---?O)

Bn7m+l(r)

/ 1H1 (ye) (y]J A ?yn*m+1) dy - Cn,mrnim+2 (C%, P ’0117,71)
Bn—m+1(T)

/ L, (ye) (yl’ T ’y”—m'l'l) dy = Cn,mrn_m+2 (Ci o ,Ci—l)
Bn—m+1(r)

Die Konstante C), ,, ist gegeben durch

C _ bn—m _ bn—m—i—?
T —m 42 2
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Jetzt haben wir alle Elemente beisammen, um das Tubenvolumen auszudriicken:

volg Tub, (S,U)
3@1 (91)1 )
det [ vy,... ,Vp_mi1,01 + Oy +y— + .
//Bn i) <1 +1, 01 yl@& 2 y1a£2

bn—m+2lm—2 (S, U) = coeff,,_ 42 (volg T'ub, (S, U))

Aus dieser Gleichung ersehen wir, dafl wir die Determinante ausmultiplizieren
und als Summe von Determinanten schreiben kénnen. Deren i-te Spalte ist fiir
1 =1,...,n—m+ 1 durch den Vektor v; gegeben. Die Spalte an der Stelle
n—m+14qdist fiire=1,... ,m — 1 entweder durch 9; oder durch einen der
Vektoren yj%, Jj=1,...,n—m+ 1 gegeben. Nur die Terme mit genau einer
Spalte der zweiten Form tragen etwas zum Koeffizienten vor r~™%2 bei. Das
liefert

n m+2Am Q(S U) nom

.

ov;
det (’Ul,... ,’Un,erl,al,... 7y]a—£’ ,aml)

1= 1,... m—1
':1,... n—m+1

B (x,v)dy N dE

Im Punkt z( ergibt sich aus dieser Gleichung:

bnfm+2 h ([Bo) rnfm+2

ov;
:/ Z det (”Ul,... ,Un,erl,al,... ’yj@—J"" ,8m1)
Brm+l(r) i

yeeeym—1
7j=1,... n—m-+1

ov;
B ) Z </B"‘m+1(r) <a“ Yio¢, & > 4 (I(), U) dy)

i=1,.... m—1
j=1,....n—m+1

6 (ZE(), U) dy

Da v; ein Normalenvektor ist, gilt

o (ae ) = (o) o o)
“ag\ag ) T \ag ) T \ae o
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Folglich ist

_ @ | |
= . Zm—l <8512 7j71 Z Uj /Bn—mH(r) y]ﬂ (ZL’O, 1)) dy>

=1,....n—m+1

Weiter oben haben wir folgende Gleichung gezeigt:

[ Bty = o2 )

Das setzen wir in den obigen Ausdruck ein und erhalten

2
bn,erQh (.Z'(]) = Z <g—£§7 Z 'chn,m (C} + C§>>

i=1,....,m—1 =1,...,n—m+1

1
h(xg) = o (tr 1, +tril,,)

Dabei bezeichnet I1,, bzw. I1,, die zweite Fundamentalform von X™ ! in
Richtung wy bzw. ws.

1.4.3 Skalarkriimmung auf m — 2-Straten

Das néchste Ziel ist es, A,,_o|xm-2 zu bestimmen. Wir gehen wieder so vor
wie in den beiden vorhergehenden Abschnitten. Wieder gibt es eine mefbare
Funktion h, so daf fiir alle Borelmengen U C X™~2 die folgende Gleichung
gilt:

A (S, 1) = / h () dvol,, » ()

U

Um h zu berechnen, halten wir einen Punkt 2o € X™ 2 und eine kleine
Umgebung U von z, in X™ 2 fest, wihlen ein lokales Koordinatensystem

¢:R™2DOV—=UCX™2 (&,...,&n2) — ¢(&,...,&n o) so daBl die

Tangentenvektoren 0; := g—g eine Orthonormalbasis in xy bilden. Dann folgt
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A&y N ... Nd&y—o () = g(x)dvol,,_o (x) wobei g eine stetige Funktion mit
g (zg) = 1 ist.

Wie schon bei den anderen Stratendimensionen wéahlen wir differenzierbar vari-
ierende Normalenvektoren vy, ... , vy_pi0, die in jedem Punkt einer Umgebung
von xy eine Orthonormalbasis des Normalenraumes bilden. Die Numerierung

sei so gewihlt, daf3 { g6, ULy - - - ,vn,mﬁ} eine positiv orientierte Basis des IR"
bildet.

Wir setzen dy :=dyy A ... Adyp_mio und d€ :=d&; N ... AN dp—o.

Die Funktion H sei wie folgt definiert:

H:B"™2(r)x Vi R"
H(y, o Yn-mi2:815 -+ 5 &m2)

= (&1, &me2) F Y11 + YoUa F o F YnomioUn_mao
V= Y101 + YaU2 + ... + Yn—m42Un—m+2

Das Bild unter H besteht aus den Normalenvektoren der Lange < r, deren
Fuipunkt in U liegt. Also ist

volg Tub, (S,U) = / det (DH) 3 (z,v) dy A d§
VxBr—m+2(r)

Die Determinante betragt

8@1 01}1
det (DH) = det e Up—maa, O .., 0
et ( ) e (Uh y Un—m4-2 1+yla§1 2+y18£2+ )
Das bedeutet fiir das Tubenvolumen
volg Tub, (S,U)
ov ov
// det(vl,... Up— m+2,al+yla§1 82+y18—51+’)
Bn— m+2(r 1 2
B (z,v) dyd§

Nach Definition von A,,_o gilt
br—m+2Am—2 (S, U) = coeff,,_ 12 (volg Tub, (S, U))
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Multipliziert man die Determinante aus, findet man eine Summe von Determi-

nanten mit 0, 1, ..., oder n —m + 1 Spalten der Form yj%. Nur wenn keine

solche Spalte vorkommt, gibt es einen Beitrag zum Koeffizieten vor r"=m+2,

Es gilt also

by (U) 72 = / / det (01, . Vnmsn, Or. - Oprs)
VvV J Br—m+2(r)
B (x,v) dyd§

Fiir den Punkt x( liefert diese Gleichung

bnfm+2 h (-1'0) rnfm+2

:/ det (’Ul,... ,Un_m+2,81,... ,&n_g)ﬁ(xo,v)dy
Bn—m+2(r)

= / ﬁ (1’0, U) dy
Br—m+2(r)

Aus [Ku99], Kap. 6 wissen wir, dall 5 (zg,v) gleich dem normalen Morseindex
ist. Letzterer ist trivialerweise gleich dem Index 3 (xg, v) des Normalenschnittes
(T, X m=2)" " X Das ist eine zweidimensionale definierbare Menge. Mit den
gleichen Berechnungen wie oben sieht man, dafl

by —ma2M\o ((T:BOX’“_Q)L NS, {xo}) prmt2 = / B (xo,v) dy

Bn—m+2(r)

Daraus folgt

m_2 L
h (o) = Ao ((Ton ) ns, {xo})
Dieser Ausdruck wird im folgenden Kapitel noch vereinfacht, das Endergebnis

steht in Theorem 2.7.

1.5 Skalarkriimmung von C-Mengen

Wir wihlen jetzt eine feste Analytisch-Geometrische Kategorie C und nennen
die Mengen A € C(M) einfach C-Mengen. Die Einbettung in eine Mannigfal-
tigkeit wird dabei nicht explizit erwéahnt, sollte aber nicht vergessen werden.
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Wie schon weiter oben angedeutet, tragen C-Mengen a priori noch keine Me-
trik. Um geometrische Groflen wie die Skalarkriimmung zu definieren, miissen
wir also erst mal festlegen, was mit einer Metrik gemeint sein soll.

Definition und Satz 1.10. Gegeben sei (M, S) € C mit S abgeschlossen und
zusammenhdngend. Dann ist eine Metrik auf S per definitionem eine reell
analytische Riemannsche Metrik auf M. Diese induziert eine innere Metrik

auf S.

Bemerkung: Beispielsweise tragen definierbare Mengen immer eine kanoni-
sche Metrik, denn sie sind in einen Euklidischen Raum eingebettet, der eine
kanonische Metrik trégt.

Beweis des Satzes: Laut [D-M96] kann man S Whitney-stratifizieren. Die
Existenz der inneren Metrik folgt dann aus [B-T95], siehe auch [Fer97], Section
IV. O

Wir wollen die Formeln des letzten Abschnittes dazu benutzen, die Skalar-
kriimmung (als Maf}) von C-Mengen zu definieren.

Sei S C M eine kompakte, zusammenhéngende C-Menge der Dimension m,
wobei M eine (reell-analytische) Riemannsche Metrik g tragt. Wir stratifizieren
S so, daf3 die Whitneybedingungen erfiillt sind. Auf jedem Stratum induziert
g eine Riemannsche Metrik.

Definition 1.11. Sei S eine zusammenhdngende, kompakte C-Menge der Di-
mension m mit einer Metrik und einer Whitney-Stratifikation S = U; X*. Dann
definieren wir fiir Borelmengen U C .S

scal(S, U7) = /U  slavol, (@)
/ (Ztrll )dvolm 1(2)

+ 47T/ (1 =+ (_1)mM —0,(S, x)) dvol,,_o(x)
Unxm-2 \ 2 2

Dabei bezeichnen wy, wo, . .. ,wy die Normalenvektoren von X™ ' in Richtung
der hichstdimensionalen Straten und I1,,, steht fiir die symmetrische Bilinear-
form (2. Fundamentalform) I1,,(X,Y) := —(Vxw;,Y) auf X™ 1. Der Term
0, (S, ) bezeichnet die m-dimensionale Dichte von S im Punkt x, siehe Kapitel

2.
Bemerkungen:

e Das Skalarkriimmungsmaf ist unabhéngig von der Stratifikation.
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e Die Dichte ist in allen Punkten wohldefiniert, denn laut einer lokalen Ver-
sion des Satzes von Nash ([Jan26],[Gro86]) findet man zu jedem Punkt
P € M eine Umgebung U von P und eine analytische, isometrische Ein-
bettung von M NU in einen Euklidischen Raum. Wegen der Analytizitéit
geht SNU in eine definierbare Menge iiber. Fiir definierbare Mengen exi-
stiert die Dichte nach [K-R89]. Man beachte dabei, daB fiir isometrische
Einbetttungen S C M C IR? die Metriken von IRY, M und S in der Néhe
eines festen Punktes asymptotisch dquivalent sind (siehe dazu auch Satz
2.4).

e Die Existenz der Normalenvektoren sieht man auf die gleiche Weise.

e Die Motivation dieser Definition ergibt sich aus Theorem 2.7. Ist M eine
in einen Euklidischen Raum eingebettete Mannigfaltigkeit, so stimmen
die beiden Definitionen 1.8 und 1.11 iiberein.

e Ist f: M +— N eine Isometrie, so stimmen die Skalarkriimmungen von S
und f(.S) iiberein. Das folgt trivialerweise aus der obigen Formel, da alle
Groflen innere Groflen der umgebenden Mannigfaltigkeit sind. In Kapi-
tel 5 werden wir diese Aussage noch stark verallgemeinern, indem wir
zeigen, dafl nicht nur eine Isometrie der umgebenden Mannigfaltigkei-
ten, sondern schon eine Isometrie der definierbaren Mengen selbst die
Skalarkriimmung invariant 1&8t.
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Kapitel 2

Dichte und innere Geometrie
definierbarer Mengen

Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, dafl bei der Berechnung der Skalar-
kriimmung von definierbaren Mengen die Dichte des Querschnitts auftritt. De-
finierbare Mengen haben die schéne Eigenschaft, dal diese Dichte fast iiberall
mit der Dichte der Menge selbst iibereinstimmt.

Aus der Whitneybedingung und einem einfachen Argument folgt, dafl die Dich-
te sowohl beziiglich des inneren als auch beziiglich des dufleren Abstandes be-
rechnet werden kann und dafl dabei derselbe Wert herauskommt. Dieser sehr
einfache Satz schligt die Briicke zwischen der Skalarkriimmung, die ja iiber
eine Einbettung in den Euklidischen Raum definiert ist, und der inneren Geo-
metrie. Beispielsweise ist bei Alexandrovrdumen viel {iber Volumina bekannt,
aber dabei bezieht man sich natiirlich immer auf den inneren Abstand (ein
anderer ist ja im allgemeinen gar nicht gegeben).

Im letzten Abschnitt wird ein Reflexionsgesetz bewiesen, welches fiir den Be-
weis des Haupttheorems iiber definierbare Rdume mit nach oben beschriankter
Kriimmung verwendet wird.

2.1 Einige Sitze im zweidimensionalen Fall

Fiir zweidimensionale definierbare Mengen kann man Ay und damit scal kon-
kret ausrechnen. Diese Rechnung stellt aulerdem die Verbindung zwischen zwei
verschiedenen Definitionen der Kriimmung im zweidimensionalen Fall her.

Lemma 2.1. Sei M C S™! cine eindimensionale definierbare Teilmenge der
n — 1-dimensionalen Einheitssphdre. Dann gilt

/gn_1 X (Br(x) N M) dx = a(r)x(M) + b(r)l(M)
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Hierbei bezeichnet B,.(x) einen geodditischen Ball vom Radius r um x, a(r) sein
Volumen, b(r) das Volumen einer r-Tube um einen Grofskreis, dividiert durch
27, und [(M) die Lange von M.

Beweis: Das folgt mit leichten Approximationsargumenten. Die Beweisidee ist
folgende: man zeigt die Aussage fiir Punkte und Groflkreise, dann fiir Abschitte
von Geodatischen. Jede Kurve 148t sich dann durch stiickweise Geodétische
approximieren, und zwar so, dafl dabei die Eulercharakteristiken fast iiberall
konvergieren. Dazu mufl man Thom’s Isotopielemma benutzen. O

Satz 2.2. Sei M eine zweidimensionale kompakte definierbare Menge, P € M.
Dann ezistiert der Grenzwert o(M,P) = limsﬂow und es gilt die
folgende Gleichung:

—_

Xiok @

2 2m
Dabei bezeichnet xj,1. = x (M, M \ P) die lokale Eulercharakteristik von M
in P (siehe [B-C-R87], Abschnitt 1.2). Mit | bezeichnen wir die Ldnge einer
eindimensionalen Menge.

Ao, {PY) = 5 +

Beweis: Wir wihlen eine Whitney-Stratifikation, bei der P ein 0-Stratum ist.
Da beide Seiten der Gleichung Euler-additiv sind, konnen wir die Gleichung
stratenweise zeigen. Das ist trivial fiir 1-Straten (xor = 0, = 0, Ag = %) Also
kénnen wir annehmen, dafi M ein 2-Stratum ist, welches in der Ndhe von P
Whitney’s Bedingungen erfiillt.

Dann gilt S(P,v) = limg_olims_o B s(P,v) = limg_o lims_ Bgﬁ(P, v) fur fast
alle v.

Um Ag(M,{P}) zu berechnen, fithren wir die gleichen Berechnungen wie im
vorigen Abschnitt durch und finden

1

87’7,—1 Sn—1
1
= / lim lim Sy 5( P, v)dv
S

Sp—1 n—1 0—006—0

1 ~
= / lim lim ﬂgﬁ(P, U)d?]
S

Sn—1 n—1 0—006—0

AO(M> {P}) = ﬁ(P> U)d?}

© lim lim By.5(P,v)dv

Sn—1 0—05—0 gn—1

—1—

lim lim (a(r)x(ss N M)+ b(r)

Snfl 0—05—0

l(SsﬂM))

s
Der Einfachheit halber haben wir 7 := 7 — 6 und s := ﬁ gesetzt. Gleichung

(%) folgt aus Lebesgue’s Konvergenztheorem. Da der Index [ eine definierba-
re und somit beschrankte Funktion ist, besitzen alle beteiligten Funktionen
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integrierbare Majoranten und wir kénnen dieses Theorem anwenden. Aufler-
dem haben wir Lemma 2.1 benutzt. Die Existenz von 3 fast iiberall liefert in
Verbindung mit dem Konvergenztheorem die Existenz des Winkels a.. Deshalb
gilt

MM {PY) = 1= — i (a(r)(1 = s (M, P) + b(r)a (M, P)
-1y - Mo p)
1 xik(M,P) «
=t T o

O

Wir erinnern daran, dafl M eine zweidimensionale definierbare Menge ist und
P € M ein Punkt. Wir haben oben gezeigt, dafi der folgende Grenzwert exi-
stiert:

a0 (M, P) = lim L5 (2) O M)

r—0 r

wobei [ (S, (P)N M) die Lénge des Schnittes einer Sphire mit Radius r und
Mittelpunkt P mit M bezeichnet. Wir nennen «y den Winkel bei P.

In [K-R89] wird gezeigt, dafi auch der folgende Grenzwert existiert:

0 (M, P) :=lim voly (B, (P) N M)

r—0 627“2

Er heifit Dichte von M in P.

Satz 2.3. Fir eine zweidimensionale definierbare Menge M und P € M stim-
men Winkel und Dichte bis auf einen Faktor diberein:

e(M,P)zio‘O(;\fr’P)

Beweis:

Da sowohl der Winkel als auch die Dichte additiv sind und die Gleichung fiir
1-Straten trivial ist, reicht es aus, die Gleichung fiir 2-Straten zu zeigen. Das
funktioniert mit einem Standardbeweis, der die Koareaformel und Whitney’s
Bedingung B benutzt. Wir ersparen uns die technischen Details. O

Bemerkung: Kriimmungsmafle fiir zweidimensionale semialgebraische Men-
gen sind auch in [B-K-S97] auf scheinbar andere, tatsichlich aber dquivalente
Weise definiert. Die Aquivalenz (bis auf einen konstanten Faktor 27) folgt aus
Lemma 1.9, Abschnitt 1.4.2, Satz 2.3 sowie den Formeln aus [B-K-S97].
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2.2 Vergleich von innerer und duflerer Dichte

Die Skalarkriimmung haben wir mit Hilfe der Integralgeometrie als Maf§ defi-
niert. Bei der Berechnung tritt ein Term auf, der mit der dufleren Geometrie
in Zusammenhang steht, ndmlich die Dichte. Um den Bogen zur inneren Geo-
metrie zu schlagen, benétigen wir die Tatsache, dafl sich die Dichte schon
als innere Grofle definieren 148t. Das ist nicht sehr schwierig, bildet aber die
Grundlage fiir eine Hélfte des Beweises des Haupttheorems iiber definierba-
re Alexandrovraume. Aus der allgemeinen Theorie der Alexandrovridume be-
kommt man Informationen iiber die innere Dichte, die zum Beweis des Haupt-
theorems benutzt werden.

Satz 2.4. Sei S wie immer eine zusammenhdngende, definierbare Menge der
Dimension m und P € S. Dann gilt:

- vol B;(P,r) lim vol B(P,r)

r—0  bprm  r50 bpyrm

und beide Grenzwerte existieren. Dabei bezeichnet B; eine Kugel in S beziiglich
des inneren Abstandes und B, eine Kugel in S beziiglich des dufleren Abstan-
des.

Beweis: Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, daf§ P = 0 ist.

Gegeben sei eine Stratifikation von S, die den Whitney Bedingungen geniigt.
Nimm das Einheitsvektorfeld v(z) = — grad d.(-,0)(x) von IR™ \ {0}, welches
in jedem Punkt # 0 auf den Ursprung zeigt. Aus Whitney B folgt, daf fiir
z € X7 der Winkel zwischen v(x) und T, X’ sehr klein wird, je niher man sich
0 ndhert. Wir projizieren v stratenweise auf S. Ist () € B.(r) ein beliebiger
Punkt, so kénnen wir eine Integralkurve beziiglich dieses Vektorfeldes konstru-
ieren. Diese verlaft eventuell das Stratum, landet dann aber in einem Stratum
niedrigerer Dimension. Da der Abstand zu P in kontrollierter Weise kleiner
wird, endet sie letztlich in P. Die Lange der Kurve ist trivialerweise grofler als
der Euklidische Abstand von @ zu 0. Andererseits ist sie kleiner als (1 + €(r))
mal dem Fuklidischen Abstand von @ zu 0, wie leicht aus der Whitneybedin-
gung B folgt. Dabei ist €(r) eine Funktion, die mit  gegen 0 ebenfalls gegen 0
strebt.

Es folgt
)
B.(P—_ ) c Bi(Pr)C B.(P,
( 1+e<r>) (P.r) C B.(P,r)

Wir dividieren alle Terme durch b,,r™. Dann exisitieren fiir » — 0 die Grenz-
werte der beiden duleren Terme der Ungleichung und sind gleich (der Beweis
dazu steht in [K-R89]). Also mufl auch der Grenzwert des mittleren Terms
existieren, das zeigt die Existenz der inneren Dichte. O
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Bemerkung: FEs fillt auf, dafl wir beim Beweis nur zwei Dinge verwendet
haben: die Existenz einer Whitneystratifikation sowie die Existenz der &ufleren
Dichte. Die Aussage des Satzes ist also immer dann richtig, wenn diese beiden
Bedingungen erfiillt sind.

2.3 Das Produkttheorem fiir Dichten

Obwohl wir das spéter nicht benotigen werden, pafit das folgende Theorem
recht gut in diese Arbeit.

Zunéchst sei daran erinnert, daf} fiir eine definierbare Menge S der Dimension
m

0, (5.0) i limy O (B (0 05)

r—0 b,r™

die Dichte von S in 0 bezeichnet.

Theorem 2.5. Seien A und B zwei definierbare Mengen der Dimensionen n
bzw. m. Dann gilt

O (A x B, (0,0)) = 0, (A,0)6,, (B,0)

Beweis:

Der Beweis folgt einem dhnlichem Schema wie verschiedene Beweise in [Co98].
Zuerst wird die Aussage fiir ,dicke” Kegel gezeigt, anschlieffend fiir offene
Mengen sowie fiir e-analytische Stiicke. Aus der Tatsache, dafl man definierbare
Mengen in e-analytische Stiicke zerlegen kann, folgt schliellich das Theorem.

Schritt 1: Seien im ersten Schritt A € IR" und B € IR™ Kegel der Di-
mension n bzw. m. Wir wéhlen Standardkoordinaten x = (z1,...,x,) auf
IR"™ und sphirische Koordinaten (r,z’) mit » € IRy und 2’ € S"!. Dann ist
dx = r" tdrda’ und es gilt

Vol (B1 (0) N (A X B))

Onim (A X B,(0,0)) =

n-+m

b
1
b //131(0) (xvy) dydl’
m+n JAJB

1 m
= /\/1 — 22 by, (B,0)dx
bern A
1
_ _bm O, (B,O)/ dx'/ V1—r2" "y
anrm Sn—1nA 0

= Cpmbn (A,0) 6, (B,0)
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wobei

bnsn 1 [ m
Chpn = 22 1/ VI 2"y
0

bn+m
nur von n und m, nicht aber von A und B abhéngt.

Um C,,,, explizit auszurechnen, kann man A = IR" und B = IR™ setzen. Es
folgt C,,m = 1. Also gilt

Oim (A X B, (0,0)) = 0, (A,0)0,, (B,0)

Falls A oder B kleinere Dimensionen haben sollten, so bleibt die Gleichung
trotzdem richtig, da dann auf beiden Seiten trivialerweise 0 steht.

Schritt 2: Seien A und B offene definierbare Teilmengen des IR"™ bzw. IR™.
Die Tangentenkegel von A bzw. B in 0 bezeichnen wir mit Cy(A) bzw. Cy(B).
Dann gilt

Dabei haben wir die Tatsache benutzt, daf§ die Dichte einer offenen Menge
gleich der Dichte des Tangentenkegels ist (siehe [K-R89]).

Schritt 3: Sei € > 0 und I' ein e-analytisches Stiick der Dimension k£ in IR".
Das bedeutet, dafl es einen k-dimensionalen Unterraum E von IR™, eine offene
Teilmenge U C E und eine analytische Abbildung ¢ : U — E* gibt, so da8
sich ' schreiben 148t als Graph von ¢ in E® E+ = IR" und so daf} || D,¢|| < €
fiir jedes u € U gilt (siehe [K-R89]).

Analog sei ein zweites e-analytisches Stiick [V der Dimension £’ in IR™ gegeben.
Dann ist I' x IV C IR™*™ ein 2e-analytisches Stiick der Dimension k + &', denn
es ist der Graph der Abbildung ¢ x ¢ : E x E'! DU x U’ — E+ x E'*.

Wir nehmen o.E. an, daf§ 0 im Abschlufl von I und I liegt. Aus Schritt 2 und
[K-R89], Bemerkung 3 kénnen wir schlu8folgern, da8

O (T X I7,(0,0)) < (14 26)"™ O (U x U7, (0,0))
= (1420 6, (U,0) 6, (U, 0)
< (1420 1+ ™ 0, (T,0) 6, (I, 0)

34



Analog haben wir
O (T x TV, (0,0)) > (1+2¢) * ¥ 60 (U x U, (0,0))
(1+26) "6, (U,0) 6, (U, 0)
> (14 26) ¥ (14676, (T,0) 6, I,0)

Zusammenfassend konnen wir dafiir schreiben:

(1 4+ (€)) 0 (T, 0) B (I, 0) > O (T x IV, (0,0))
(

>
> (1+ (€)™ 0, (T, 0) b (I",0)

wobei ¢ eine Funktion ist, die fiir € — 0 ebenfalls gegen 0 geht. Diese Un-
gleichung bleibt trivialerweise richtig, wenn 0 ¢ I" oder 0 ¢ I". Beide Seiten
verschwinden in diesem Fall.

Schritt 4: Schlielich seien zwei beschriankte definierbare Mengen A und B
mit Dimensionen n bzw. m gegeben. Wihle ein € > 0. Nach [K-R89] finden
wir eine Zerlegung von A in disjunkte e-analytische Stiicke I'{,... , 'S, so da8
dim (A \ UZ-]LFE) < n gilt. Entsprechend gibt es eine Zerlegung von B in end-
lich viele e-analytische Stiicke A§ mit dim (B\ UJA;) < m . Die Stiicke I'f x A§
bilden dann eine disjunkte Zerlegung von A x B (bis auf eine Menge kleinerer
Dimension) und mit den obigen Ungleichungen erhalten wir

Onsm (A % B, (0,0)) Zen+m (TS x A, (0,0))

1+w Ze A5, 0)
=1+ ()" (A 0)0m (B,0)

Auf die gleiche Weise finden wir
i (A X B, (0,0)) < (141 (€)) 6 (A,0) 6,0 (B,0)

Diese Ungleichungen gelten fiir jedes € > 0. Da 1 (¢) gegen 0 konvergiert, muf3
die folgende Gleichung gelten:

Oim (A x B, (0,0)) = 0, (4,00, (B,0)

Der Fall, da3 A oder B unbeschrankt ist, kann leicht auf den beschridnkten
Fall zuriickgefiihrt werden, da die Dichte eine lokale Grofle ist.

Damit haben wir Theorem 2.5 bewiesen. O
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2.4 Die Querschnittsformel

Theorem 2.6. Gegeben sei eine kompakte, definierbare, Whitney-stratifizierte
Menge S und ein i-Stratum X°. Dann ist die Dichte in fast jedem Punkt gleich
der Dichte des Querschnitts, d.h.

(S, P) = 0((TpX")* NS, P)
fiir dvol;-fast jeden Punkt P € X",
Beweis:
Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Zunéchst folgt aus elementaren Sétzen
der Mafitheorie die Aussage fiir ,,dicke“ Mengen. Anschlielend zeigen wir die

Aussage fiir flache Straten. Die Verallgemeinerung auf beliebige Mengen S
erfolgt im dritten Schritt mittels einer Bilipschitzabbildung.

Schritt 1:

Wir nehmen an, dafl S eine ,dicke® Menge im IR"™ ist, d.h. S ist gleich dem
Abschluf des Inneren von S, und da das Stratum X? flach ist, d.h. X* C IR'.
Wir zerlegen IR™ entsprechend als orthogonale Summe in R" = IR @ IR" .

Es reicht aus zu zeigen, dafl

/9(5, P)dP:/@(Sm(TPXZ’)i,P)dP
Q Q

fiir jeden Quader Q = (a; — €1,a; + €1) X -+ X (a; — €;,a; + ¢) C IR' mit
A1,y ... ,aielR,el >O, ,EZ>Ogllt

Wir wéhlen eine feste reelle Zahl r mit 0 < r < min{ey, ... , ¢} und bezeichnen
mit Q_(r) den Quader

Q_(r)=(ag—e1+ra+e—r)x - X(a;—€+ra,+€6—1)

sowie mit @, (r) den Quader

Qe(r)=(a1—e—rar+e +7) XX (a;— =70+ 6 +7)

Dann ist Q_(r) C Q C Q4 (r).
Sei r > 0 zunéchst eine fest gewéhlte reelle Zahl.

Dann gilt fiir y = (yo,y1) € Q_(r) x IR"™ mit |y;| < r die folgende Gleichung:
[ toternsoyie = 15 (ViE=ToF)
Q
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Das folgt aus dem Satz von Pythagoras.

In den folgenden Rechnungen finden wir wieder integrierbare Majoranten, ent-
weder wegen der Definiertheit der Funktionen oder wegen der Tatsache, dafl
offene Mengen im IR™ durch 1 beschrinkte Dichten haben. Also kénnen wir
die Sétze von Fubini und Lebesgue anwenden. Wir benutzen sphérische Koor-
dinaten fiir IR"~* und schreiben y; = ¢ mit 7 € [0,00) und ¢ € S"*~!. Dann
ist dy = ™ tdyydirde und es gilt

1 1
—/VOIB(aj,r)ﬂSdac: —// 1B(z.mns (y)dydx
rn Q rn Q n
1
= _n/ /1B(x,r)ﬂS(y)d$dy
T n Q

1
> “n / 1B(zr ﬁS( )dxdy
" JQ-(r)xBr=i(r)

= i Ls(y)bi <\/ — |y ? ) dy

r)x Bn=i(r)

[ oL o ()

P dgdrdy,

[t f
07‘) Sn—i—1

1s (0, 7)bs <\/r2 = 772>Z ==L ddrdy,

Jetzt lassen wir r gegen 0 gehen. Der Grenzwert kann auf beiden Seiten in-
nerhalb des Integrals geschrieben werden, da es integrierbare Majoranten gibt.
Letzteres folgt aus der Tatsache, dafl wir offene Mengen im IR™ betrachten und
die Volumina von Béllen trivialerweise abgeschétzt werden konnen.

Es gilt nach Definition

llmivolB(x r)NS =b,0(S,x)

r—0 rn

Wir setzen fiir yg € Q

I(y )—hm—lQ ) (o /Or /Sn . s(yo, 7P)b; <\/ —fQ)iF”_i_ldgbdf

r—0Q r7n

sowie

N(yo) == (T, X') ™
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Dann gilt

1 L ' r =\’ ~n—i— —
1(yo) = lim T—le_(r)(yo)/ / Ls(yo, 79)bi (\/7“2 - 7‘2) N dgdr
" 0 Jgn-i-1

1" — _ _
= 1121(1”0—”/0 {bi < rZ — 7‘2) 7 ! /Sn_i_1 1S(y07r¢)d¢} dr

:hmin/ {bz< rz_f2>’V01N(y0)mSmS(f)}df
0

Setze

sowie

Aus der Koareaformel folgt

B(7) = vol N(yo) N S N B(7)

und damit

B(r)

7—0 bn_,ﬂ:n_i

= 0(N(yo) NS, o)

Es ist

/ a (F)r"tdr = —r”/2 bii(cos )"t (sin )" da
0

0
- _On,irn

mit einer positiven Konstante C,, ;.
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Aus partieller Integration und der Ungleichung o'(7) < 0 folgt fiir gegebenes
€ > 0 und geniigend kleines r > 0:

/OTa(r)b(r)dr =— /Or d (7)B(T)dr
>~ [ @b OO ) 1, 30) —
= On,i(;)n—i(‘g(N(yO) NS, y0) —e)r”
Es folgt
I(yo) = CibniB(N(yo) N S, 40) — €
Da das fiir beliebige € > 0 gilt, haben wir
I(yo) > Chibn—iB(N(y0) NS, yo)

Aus Lebesgue’s Theorem kénnen wir damit folgende Ungleichung schlieflen:

/ b.0(S, 2)dx > / Crasbni8(N (y0) 11 S, o) dyo
Q Q

Mit ganz analogen Rechnungen findet man in der anderen Richtung

/ b0(S, 2)dx < / Chsbui0(N(y0) 1 S, o) dyio
Q Q

wobei wieder dieselbe Konstante C), ; auftritt. Damit gilt

Cn ibnfi
/ 6(S, 2)de = ™ / B(N (y0) N S, yo)dyo
Q b Jq

An einem konkreten Beispiel (z.B. S = IR™) macht man sich klar, da§ C,,; =
% gelten muf} (das kann man natiirlich auch iiber partielle Integration nach-

rechnen). Der Vorfaktor ist also gleich 1.
Damit haben wir Schritt 1 des Beweises beendet.

Schritt 2:

Jetzt setzen wir voraus, dafl S eine kompakte definierbare Menge (beliebiger
Dimension m) und X* ein flaches Stratum ist, d.h. daf} es einen in IR" einge-
betteten Euklidischen Raum IR® gibt mit X* C IR".

Sei P Xt und € > 0.

Behauptung: Es gibt eine Umgebung Up C IR™ von P und eine Zerlegung
von S N Up in disjunkte e-analytische Stiicke I'y,... ,T'y, so da} die folgenden
Bedingungen fiir j = 1,... | q erfiillt sind:
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e Es gibt einen m-dimensionalen Unterraum F; von IR", der IR enthilt,
eine offene definierbare Teilmenge U; C E; und eine analytische Abbil-
dung ¢; : U; — EJ-L, so daf} sich I'; schreiben 148t als Graph von ¢, in
E; ® Ejf = IR" und so daB || D,¢;|| < € fiir jedes u € U; gilt.

e SN Up und U;I'; unterscheiden hochstens sich um eine Menge positiver
Kodimension.

Man beachte, daf die entscheidende Forderung die Inklusion IR* C Ej ist, der
Rest der Bedingungen ist einfach die Tatsache, dafl die I'; eine Zerlegung von
S in e-analytische Stiicke bilden.

Wir verzichten auf den Beweis der Behauptung, er verlauft fast wortwort-
lich wie der Beweis der Existenz von Zerlegungen in e-analytische Stiicke in
[K-R89], man benutzt dabei lediglich als Zusatzinformation Whitney’s Bedin-
gung A, die garantiert, daf alle Limestangentialriume am Stratum X° den
Raum IR’ enthalten.

Sei Uy Y* eine Whitney-Stratifikation des IR", die mit IR’, den E;,j =1,... ,q
sowie den U;,7 = 1,... ,q vertréglich ist.

Die Stratifikation des IR™ induziert eine Whitney-Stratifikation der Menge U,
diese Menge ist dick im m-dimensionalen Raum FE; (da sie der Abschluf3 der
offenen Menge U; ist). Betrachte ein i-dimensionales Stratum Y*, welches in
IR und auf dem Rand von Uj liegt. Nach Schritt 1 (angewandt auf U; C E;)
gilt fiir fast jeden Punkt Q € Y

0(U;, Q) = 0(U; N (IRy)™, Q)

Ist Y* dagegen ein Stratum in IR’, welches nicht auf dem Rand von U; liegt,
so gilt obige Gleichung trivialerweise, da dann () nicht auf dem Rand von U;
liegt und sowohl die Dichte von U; in () als auch die Dichte des Querschnitts
bei @) beide 0 sind.

Da die endliche Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ergibt,
gelten fiir fast jeden Punkt Q € X* N Up die folgenden Gleichungen

Q(U]7Q> :H(UJQ(RZC))J_7Q)7 J=12....q

Wir schreiben im folgenden A ~ B, wenn es eine Funktion ¢ : (0, 00) — (1, 00)
gibt, so dafl lim, .o (e) = 1 und () 'A < B < 9(€) A gilt.
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Nach [K-R89] gilt fiir jedes der e-analytischen Stiicke I'; die Relation

H(Uja Q) ~ H(Fh Q)

Fiir jedes der T'; ist (IRf,)" NI trivialerweise ein e-analytisches Stiick in (IR)*.
Also gilt auch

0((IRy)™ NU;, Q) ~ 0((Ry)" NT;,Q)

Wir wissen, daf§ S\ U,;I'; hochstens die Dimension m — 1 hat (speziell also eine
Nullmenge beziiglich des m-Volumens ist). Fiir fast jeden Punkt @ ist folglich
(SN(RG))\ (UL N (IRG) ™) eine Menge positiver Kodimension, speziell eine
Nullmenge beziiglich des m — i-Volumens.

Aus Schritt 1 folgt fiir fast jeden Punkt Q € X' N Up
0(S,Q) ~ 0(U;T;,Q) = Ze (T;,Q) ~ Y 0(U;,Q) = > 0(U; N (IRy)*, Q)
J J

~ S 0((RY)* mrj,Q): 0(U,T; N (RY)™, Q) = 0(S N (RY)™*, Q)

Wir halten also fest:

0(S,Q) ~ (SN (Iy)", Q)

fiir fast jeden (beziiglich des i-dimensionalen Volumens) Punkt Q € X* N Up.

Um den 2. Schritt zu beenden, wendet man mafitheoretische Argumente an
um zu zeigen, dafl daraus folgt, daf fiir fast jeden Punkt schon die Gleich-
heit (S, Q) = 0(S N (IRy) ", Q) gilt. Im wesentlichen benutzt man dabei, daf
die abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ist und
daB X durch eine abzihlbare aufsteigende Folge von kompakten Teilmengen
ausgeschopft werden kann. Die Details sind elementar und sollen hier nicht
ausgefithrt werden.

Damit haben wir Schritt 2 beendet.

Schritt 3: Jetzt sei S eine beliebige kompakte, definierbare Menge und X*
ein beliebiges Stratum.

Sei ¢ > 0 und P € X' gegeben. Sei ¢ : R' DV — X' (&,...,&) —

&(&1, ..., &) ein Koordinatensystem fiir eine Umgebung von P in X, so daf die
Tangentenvektoren g—g im Punkt P eine orthogonale Basis bilden. Wir wéhlen
J
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eine Familie differenzierbarer Normalenvektorfelder vy, ... ,v,_;, die in jedem
Punkt @ in einer Umgebung von P eine orthogonale Basis des Normalenraums
(ToX*)* bilden.

Wir definieren eine Abbildung

H:VxR""— R"
H(&, o iyt ) = 0, &) + v + yave + .0 + i

Das Differential von H im Punkt (0, ... ,0) ist beziiglich der Orthogonalbasen
0 0 o) o) 0¢ 0¢p ) : e
{8_51’ ,m,a—yl,... ,8—%} bzw. {8_51’ ,m,vl,... 7Uz} die Identitéat.

Also gibt es geniigend kleine Umgebungen U; von (0, ... ,0) bzw. Uy von P in
IR™, so da8 H eine Bilipschitzabbildung zwischen U; und U; mit Lipschitzfaktor
1 + € ist. Das Urbild S” von Us N S unter H ist eine definierbare Menge. Das
Stratum X geht unter H iiber in das flache Stratum IR’ N U; und wir kénnen
Schritt 2 anwenden. Demnach ist fiir fast jeden Punkt Q € IR* N U, die Dichte
des Querschnittes (TgR')> NS’ bei @ gleich der Dichte von S’ bei Q:

O(TeR) N S',Q)=60(5,Q)
Unter H gehen die Querschnitte von S’ entlang IR'NU; iiber in die Querschnitte
von S entlang X*, weiterhin wissen wir, daf§ H bilipschitz mit Faktor 1 + € ist.
Also gibt es eine Funktion v : (0,00) — (0,00) mit lim._,¢(e) = 1 und
P(€)710(S", Q") < 0(S, H(Q)) < ¢(e)0(S", Q')

sowie

V()T R)™ NS, Q) < 0(ThnX')" NS, H(Q'))
< Y(I(Tg ) NS, Q)

Fiir fast jeden Punkt Q in X* N U, gilt also

D(e)7%0(S, Q) < O((TeX")" N S,Q) < 9(e)*0(S, Q)

Fassen wir zusammen, was wir bisher bewiesen haben:

Fiir gegebenes € > 0 gibt es zu jedem Punkt P € X* eine Umgebung Up, in
der sich die Dichte von S bzw. die Dichte des Querschnittes fast iiberall nur
um einen Faktor ¢ (e)? unterscheiden, wobei 9 (e) — 1 fiir € — 0.

42



Aus einfachen Argumenten der Mafitheorie folgt daraus, daf3 die Dichte von S
und die Dichte des Querschnittes von S fiir fast jeden Punkt von X' iiberein-
stimmen.

Das beendet Schritt 3 und damit den Beweis von Theorem 2.6. O

Bemerkung: Fiir Lipschitz-stratifizierte Mengen (siehe [Par94]) hat man die
Aussage des Theorems 2.6 nicht nur fast-iiberall, sondern fiir jeden Punkt. Das
folgt mit einfachen Argumenten (Integration von Lipschitzvektorfeldern) aus
der Produktformel fiir Dichten (Theorem 2.5). Fiir die Kategorie der global
subanalytischen Mengen wurde die Existenz von Lipschitz-Stratifikationen in
[Par94] gezeigt. In anderen o-minimalen Strukturen scheint die Frage nach der
Existenz von Lipschitz-stratifikationen ungekléirt zu sein. Da wir die Haupt-
theoreme fiir beliebige o-minimale Strukturen formulieren wollen und uns letzt-
lich nur fiir Mafle interessieren, reicht die schwéchere , fast-iiberall“-Aussage
der Querschnittsformel fiir unsere Zwecke aus. An dieser Stelle sei jedoch
die Vermutung geduflert, dafl die Querschnittsformel bei Verdier-stratifizierten
Mengen in jedem Punkt richtig ist. Um dies zu zeigen, wiirde es ausreichen, die
Stetigkeit der Dichte des Querschnitts entlang der Straten zu verifizieren. Fiir
die Dichte der Menge selbst wurde das bereits in [Co98| getan. Zwei stetige
Funktionen, die auf einer zusammenhéangenden Menge fast iiberall gleich sind,
sind gleich, was die Vermutung beweisen wiirde. O

Fassen wir zusammen, was wir in diesem und im vorigen Kapitel bewiesen
haben, so ergibt sich folgendes

Theorem 2.7. Sei S eine zusammenhdngende, kompakte, definierbare Menge
der Dimension m mit einer zahmen Stratifikation S = U; X" und U C S eine
Borelmenge. Dann gilt

scal(S,U) = /Ume s(x)dvol,,(z)
/ (Ztr[] )dvolm 1(2)

+ 47r/ (1 + (_1)WM — 0, (5, x)) dvol,,—o(x)
Unxm-2 \ 2 2

Dabei bezeichnen wy, wo, . .. ,wy die Normalenvektoren von X™ 1 in Richtung
der héchstdimensionalen Straten, 11, steht fiir die symmetrische Bilinearform
(2. Fundamentalform) I, (X,Y) := —(Vxw;,Y) auf X™ ' und 6,,(S,x) ist
die m-dimensionale Dichte von S in x. Die lokale Eulercharakteristik ist defi-

niert durch xior(S, z) = x(5, 5\ {z}).

Beweis: Der dritte Term folgt aus den Abschnitten 1.1.4, und 2.2.1 sowie
Theorem 2.6. Man beachte, dafl dieser Term auch dann seine Giiltigkeit behélt,
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wenn X™ 2 ein Stratum ist, welches nicht auf dem Rand eines m-Stratums
liegt. Treffen in diesem Fall genau 4 Straten der Dimension m — 1 auf X™ 2,
so ergibt sich aus der Euleradditivitéit sofort

. 1
Xlok = (_1)m<1 — Z), Qm(S, I') = O, Am_Q(S, _>|Xm—2 = (1 — 5) vol |Xm—2

Der zweite Term folgt aus den Berechnungen aus Abschnitt 1.1.4, auch er
behilt seine Giiltigkeit fiir ein Stratum X™ !, welches nicht auf dem Rand
von m-Straten liegt, denn dann ist k£ = 0 und scal ist identisch 0.

Der erste Term folgt ebenfalls aus Kapitel 1.1.4. Andere Terme gibt es nicht, da
A,,,—> und damit scal auf Straten der Dimension < m—2 identisch verschwindet.
O

2.5 Das Reflexionsgesetz

Satz 2.8. Sei S eine kompakte definierbare Menge mit zahmer Stratifikation
S = U; X%, X™ Y und X™ Straten der Dimension m — 1 bzw. m mit X™ ! C
X™. Dann kann die Tangentialabbildung stetig von X™ auf P erweitert wer-

den, das heifit, dafl es einen eindeutigen m-dimensionalen Raum T gibt mait
ToX™ — T firQ — P.

Beweis: Wir bezeichnen die Menge der Limeseinheitsnormalenvektoren von
X™ mit Nor, T1;,, X™, die Menge der Limeseinheitsnormalenvektoren in P &€
X™=1 gei Nor, Ty, pX™. Dann gilt nach [Ku99]

dim Nor, Tj;jn X" <n —2
Da die Projektion von Nor, Tj;,, X™ auf X™! (stratenweise) submersiv ist und
X™ 1 die Dimension m — 1 hat, gilt

dim Nor, Tiim p X" <n—2—(m—1)=n—-m—1

Jetzt benutzt man folgendes einfache Lemma der linearen Algebra:

Lemma 2.9. Eine mindestens eindimensionale definierbare Menge von Hy-
perebenen in der Grassmannmannigfaltigkeit G g(n, m) enthdlt mindestens ei-
ne m + l-dimensionale Menge von Punkten aus IR".

Auf den Beweis des Lemmas soll hier verzichtet werden, wer etwas Lineare
Algebra kennt, kann ihn auch selber durchfiihren.

Es folgt also, dafl

dim Ty p X" = 0
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denn anderenfalls hiatte die Menge derjenigen n —m-dimensionalen Raume, die
zu einem m-dimensionalen Raum aus Ty, pX™ orthogonal stehen, Dimension
mindestens 1. Nach dem Lemma hétte dann die Menge der Limeseinheitsnor-
malenvektoren die Dimension mindestens n — m, ein Widerspruch.

Aus topologischen Griinden ist fiir jedes P € X™ ! die Menge Ty pX™ zu-
sammenhéngend. Ist sie nulldimensional, so besteht sie aus nur einem Punkt,
und das bedeutet, dafl die Tangentialabbildung stetig auf P fortgesetzt werden
kann. O

Satz 2.10. Sei S eine kompakte definierbare Menge mit zahmer Stratifika-
tion S = U; X, X™ ! und X™ Straten der Dimension m — 1 bzw. m mit
X™=1 c Xm._ Dann gibt es eine definierbare Teilmenge E C X™ ' der Di-
mension kleiner als m — 1 so daf$ fiir jeden Punkt P € X™ 1\ E die folgenden
beiden Bedingungen erfillt sind:

a) Die Tangentialabbildung kann stetig von X™ auf P erweitert werden.

b) In der Nihe von P ist Verdier’s Bedingung erfillt.

Beweis: Wir konnen die Stratifikation verfeinern, so daf sie in jedem Stratum
Verdier’s Bedingung geniigt (siehe [Tale98]). Die Verdierbedingung ist also
auferhalb einer gewissen Menge F von Straten der Dimension < m — 1 auf
X1 erfiillt.

Die erste Bedingung ist nach dem vorigen Satz nicht nur auflerhalb von F,
sondern auf ganz X™ ! erfiillt. O

Satz 2.11. Seien X™ und X™ ' zwei Straten wie oben. Angenommen, die
Tangentialabbildung kann stetig von X™ auf P mit Limestangentialraum T
fortgesetzt werden. Dann kénnen wir X™ in einer Umgebung von P wie folgt
beschreiben: Es gibt eine Orthonormalbasis des IR™ mit zugehdrigen Koordina-
ten {x1,... ,x,} und glatte Funktionen g, f so dafs:

o Tp X" ' ={o,,=2py1 ==, =0}
4 T:{xm—l—l:xm—i—Q:"':xn:O}

o X™ ist der Graph von f tber der offenen Menge U = {(z1,... ,2m) €
T:2y>g(x1,... ,Tmo1)}

e Die ersten partiellen Ableitungen von f, %(Q), konvergieren gegen O fiir

Q— P.

Bemerkung: zi,...,x, bildet ein Koordinatensystem von 7. Fiir Punkte
aus T benutzen wir meist dieses Koordinatensystem.
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Beweis: Wir wissen, dal X™ ! eine glatte m — 1-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des IR™ ist. Der Tangentialraum TpX™ ! ist in T enthalten und
die Dimension von 7T ist m. Mit dem Satz iiber implizite Funktionen folgt, dafl
die Projektion von X™ ! auf T eine glatte Hyperfliche in T ist, welche als der
Graph einer glatten Funktion g beschrieben werden kann.

Wiihlen wir zuerst ein Koordinatensystem auf TpX™ !, erweitern es zu einem
Koordinatensystem von 7" und dann zu einem von IR", so sind die ersten beiden
Bedingungen automatisch erfiillt.

Nach Annahme ist der Tangentialraum 7 X™ nahe bei 7" in der Grassmann-
mannigfaltigkeit. Die Projektion von X™ auf T ist deswegen bijektiv und glatt.
Mit einfachen topologischen Argumenten sieht man, daf§ das Bild eine der bei-
den Mengen {x,, > g(z1,... ,2m-1)} oder {z,, < g(x1,... ,Tpm_1)} sein musb.
Indem wir notfalls die Vorzeichen von x,, und g wechseln, kénnen wir anneh-
men, daB dieses Bild gleich der Menge U = {z,, > g(x1,... ,Zp_1)} ist. Da X™
glatt ist, folgt die Existenz einer glatten Funktion f, so daff X™ der Graph von
f iiber U ist. Aus der eindeutigen Existenz des Limestangentialraumes folgt,
daf die partiellen Ableitungen f gegen 0 konvergieren. O

Bemerkung: Wir kénnen f stetig zu einer Funktion auf U = U U graph g
erweitern. Der Graph von f iiber der Menge graph g ist dann einfach X™1,
Da das ein glattes Stratum ist, ist f|gapng glatt. Wir wissen weiterhin, da8
TpX™ 1 C T, das liefert uns die Tatsache, da8 die partiellen Ableitungen von
flaraph g bei 0 verschwinden.

Satz 2.12. Gleiche Situation wie oben. Seien A € X™ und P € X™ ! Punkte
mit d;(A, P) < d;(A, P") fiir alle Punkte P' € X™', d.h. P ist der beziiglich
der inneren Metrik am néchsten zu A gelegene Punkt von X™ 1. Wir nehmen
weiterhin an, dafl es einen eindeutig bestimmten Limestangentialraum T wvon
X in P gibt. Wihle eine Geoddtische v zwischen P und A, parametrisiere
sie nach der Bogenlinge mit v(0) = P. Sei w der Vektor (0,...,0,1) in dem
Koordinatensystem von T, welches wir in Satz 2.11 konstruiert haben. Dann
qilt
a) =P

lim —— =w
a—0 o

Beweis: Angenommen, es existiert ein Vektor w’ € IR"™ w' # w und eine
Folge von reellen Zahlen oy > ay > -+ — 0 so daf

i) — P
lim e =P =
1—00 Oéi

(o) —P—o;w’
€73

Setze r; =

H Dann strebt r; gegen 0. Aus der Dreiecksunglei-
chung folgt

ric; 2 de(7(), P) — ail|w'|
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de(v(ei),P)

di(v(),P) 1 (siehe Beweis zu

. . . de ), P .
Wir wissen, daf} lim;_ % = lim; o

Satz 2.4). Es folgt ||w'|| > 1.

Andererseits gilt immer d; > d. und damit ||y(o;) — P|| < o, sowie

V(o) — PH N HV(%‘) - P

Q;

']l < Hw'— H <rtl

Wegen r; — 0 folgt ||w’|| < 1 und schliefflich ||w’|| = 1.

Da T der eindeutige Limestangentialraum ist, gilt w’ € T. Eine der ersten
m — 1 Koordinaten von w’ kann nicht 0 sein, da w’ # w. Ohne Einschriankung
konnen wir annehmen, daf§ w’ = (wy, ... ,w,,) mit w; # 0.

Dann sind die Koordinaten der Projektion von ~y(«a;) auf T, llrvy(a;) € T,
gegeben durch (hq, ..., hy) mit h; = a;w; + o).

Die Strecken L;, die diese Punkte mit
P'= (hb ce ahmfbg(hl? ce ahmfl)) eT

verbinden, haben Lénge l; = h,, — g(h1,... ,hy_1) (sieche Abbildung 2.1). Da
die Ableitungen von ¢ bei 0 verschwinden, folgt
Li

—| = |wn| <1
Qg

lim
1—00

Abbildung 2.1:

7y ()

P,graph g

Fiir geniigend grofle ¢ hat f beliebig kleine partielle Ableitungen auf L;. Des-
wegen hat das Urbild von L; unter der Projektion auf T', welches eine Kurve
in X™ ist, eine Lénge, die nahe bei der Lénge von L; ist. Damit ist sie echt
kleiner als «;. Das ist ein Widerspruch, denn wir haben angenommen, dafl es
keinen Punkt auf X™ ! gibt, dessen Abstand zu A kleiner ist als der von P,
aber P’ ist ein solcher Punkt. O

Ein dhnlicher Beweis wird uns folgendes Resultat liefern:

47



Satz 2.13. (Reflexionsgesetz) Sei S eine kompakte definierbare Menge mit
einer festen zahmen Stratifikation S = U;X* und X™ ' ein m — 1-Stratum
auf dem Rand von genau zweir m-Straten X{*, X3'. Sei v eine Geoddtische mit
v(a) € X7 fiira <0, P=~(0) € X™ ! die iiber P hinaus verlingert werden
kann. Wir nehmen an, daf$ es zu jedem der beiden m-Straten einen eindeutig
bestimmten Limestangentialraum 11 bzw. Ty in P gibt. Wir wdhlen zu beiden
m-Straten X|', k = 1,2 jeweils eine Darstellung wie in Satz 2.11. Da sowohl
Ty als auch Ty den Raum TpX™ ! enthalten, kinnen wir annehmen, daf$ die
Koordinaten x1, ... ,x,_1 beziiglich dieser beiden Darstellungen auf TpX™ !
die gleichen sind. Sei wy = (ai,...,am,0); der Tangentenvektor von | o.
Falls wy nicht in TpX™ 1 enthalten ist, so hat v|sq einen eindeutig bestimmten
Tangentenvektor wy bei P, der durch wy = (—aq, ..., —Qp_1, amn)2 gegeben ist.
(Der Index bezieht sich auf das entsprechende Koordinatensystem,).

Bemerkung:

a) Ist wy in TpX™ ! enthalten, so gilt das gleiche fiir wy. Anderenfalls kénn-
ten wir den Satz mit vertauschten Rollen von X{" und X3* anwenden.

b) Ist w; nicht in TpX™ ! enthalten, so haben beide Seiten von 7 ein-
deutig bestimmte Tangenten. Um das zu sehen, mufl man den obigen
Satz zweimal anwenden. Es folgt v(a) = P 4+ aw; + o(a) und v(—a) =
P + aws + o) fiir kleine positive a.

Beweis des Satzes:
Wir bezeichnen mit II; bzw. Il die Projektion von IR"™ auf T bzw. T5.

Schritt 1: Wir nehmen zunéchst an, daf es eine Folge reeller Zahlen oy >
ag > -+ — 0 gibt mit y(q;) € X7 fiir jedes i. Die Menge

)P
{M,z:l,z...}
Q;

hat dann einen Haufungspunkt w’ der Norm 1 (das folgt mit gleichen Argu-
menten wie im Beweis von Satz 2.12). Wir wihlen eine Unterfolge von {«;}
(die wir aus Bequemlichkeit wieder o nennen), so daf3

v(;) = P+ a;w’ + o(ay;)

Sei w’ in Koordinaten durch w' = (a},d}, ... ,al,); gegeben

' m

Da alle partiellen Ableitungen von g in 0 verschwinden, liegt die Strecke zwi-
schen IT;7y(a;) und ITyy(—a;) vollsténdig in U. Thre Lange ist o ||w'—w||+o(a).
Der Graph von f iiber dieser Strecke liefert eine Kurve in S zwischen (o)
und 7(—«;) mit Lange kleiner oder gleich

(1 + o) (eil|w’ = wl| + o(en)) = asllw’ — w]| + ofa)
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Das folgt wieder aus der Tatsache, dafl die partiellen Ableitungen von f fiir
a; — 0 gegen 0 gehen.

Andererseits ist v eine Geodétische zwischen v(«;) und v(—aq;), das bedeutet
di(y(0), y(—ai)) = 20

Aus beiden Ungleichungen folgt ||w’ — w|| > 2. Das ist ein Widerspruch, denn
sowohl w’ als auch w haben beide Norm 1 und die Koordinate a,, > 0 bzw.
a,, > 0. Unsere Annahme muf} also falsch sein. Deswegen ist v(«) € XJ" fir «
in einem Intervall (0,¢€), € > 0.

Schritt 2: Sei jetzt w” ein Tangentenvektor von =g, d.h. es gibt eine Folge
reeller Zahlen oy > ag > -+ — 0 mit

v(;) = P+ a;w" + o()

Wieder folgt ||w”|| = 1 mit leichten Argumenten. Sei

w" = (ai,...,a,,,0...,0)2 € Ty

y Yy

Betrachte in IR™ die Punkte (ay,...,an) und (daf,... a4, —al). Wegen

» Um—1>
am,m > 0 und a, > 0 schneidet die Strecke zwischen diesen Punkten die Menge

{Z,;, = 0} in einem Punkt b = (by,... ,by_1,0).

Fiir kleine o liegt die Strecke zwischen II;y(—a;) und @ = (b, ¢1(b)); voll-
stdndig in U; und hat eine bestimmte Lénge [;, wihrend die Strecke zwischen
IIoy(a;) und R = (b, g2(b))2 in Us liegt und die Lénge Iy hat (siehe Abbildung
2.2). Aus der Tatsache, dal g glatt ist mit in 0 verschwindenden Ableitungen,
konnen wir schlufolgern, dafl

h+l=aol(a—ay,. ... am1—ah 1, am+an)| + o)

Wir konnen wieder den Graphen von f iiber der Vereinigung dieser beiden
Strecken betrachten. Das liefert eine Kurve, die y(«;) und v(—«;) in S verbin-
det (wegen I1;1(Q) = II;'(R) € X™ 1) und Linge kleiner oder gleich

aill(ar —ay, ... am-1 — a1, am + a,)|| + o)

besitzt.

Das kann nicht kleiner sein als d;(y(c;), 7(—«;)) = 2a;, denn 7 ist eine Geodéti-
sche zwischen diesen beiden Punkten. Also ist

[(ar = ay, . s ama1 = Gy, G + )] > 2

Daraus folgt @} = —ay,adl, = —as,... ,a



Abbildung 2.2:

graph gs
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Satz 2.14. Sei S eine kompakte definierbare, zahm stratifizierte Menge, die
die Eigenschaft hat, dafs gentigend kurze Geoddtische verlingert werden kénnen
(2.B. ein CAT(k )-Raum, der eine topologische Mannigfaltigkeit ist). Sei X™
ein Stratum auf dem Rand von genau zwei héchstdimensionalen Straten X", XJ*.
Dann gibt es eine dichte Menge von Punkten P € X™ ' durch die eine
Geodiitische v geht, die eindeutig bestimmte, zu TpX™ ! orthogonale Tangen-
tenvektoren auf beiden Seiten hat.

Beweis: Wihle einen Punkt A € X{" nahe X™ ! und den Punkt P, der A in
der inneren Metrik am né&hesten ist. So ein Punkt existiert wegen der Stetigkeit
der Abstandsfunktion und Kompaktheitsargumenten. P mufl nicht eindeutig
sein, das spielt keine Rolle.

Es ist klar, dafl auf diese Weise eine dichte Menge von Punkten P getroffen
wird. Also konnen wir weiterhin annehmen, dafl P die beiden Bedingungen
von Satz 2.10 erfiillt und wir kénnen die Sétze 2.13 und 2.12 anwenden.

Wihle eine Geodatische zwischen A und P und erweitere sie zu einer Geodéti-
schen . Wir parametrisieren sie nach der Bogenldnge und so, dafl v(0) = P,
v(—di(A, P)) = A. Aus Satz 2.13 folgt v(a) € X3 fiir kleine positive a.

Wir wissen wegen Satz 2.12, dafl |- einen eindeutig bestimmten Tangenten-
vektor wy = (0,...,0,1); hat. Der Index bezieht sich wieder auf das Koordi-
natensystem aus Satz 2.11. Wir kénnen Satz 2.13 anwenden und sehen, dafl
=0 den Vektor wy = (0,...,0,1)s als Tangente bei P haben muf}. Damit ist
der Beweis des Satzes vollstdndig. O

50



Kapitel 3

Das Haupttheorem fiir
definierbare Alexandrovriume

Nachdem wir die skalare Kriimmung von definierbaren Mengen eingefiihrt und
verschiedene Weisen zur Berechnung kennengelernt haben, kommen wir zum
Zusammenhang mit der metrischen Differentialgeometrie.

In diesem Kapitel werden wir folgende klassische Aussage der Riemannschen
Geometrie verallgemeinern:

Hat eine Riemannsche Mannigfaltigkeit nichtnegative Schnittkrimmung, so ist
auch die Skalarkrimmung nichtnegativ.

Die Skalarkriimmung einer definierbaren Menge ist ein signiertes Mafl und es
macht Sinn zu sagen, dafl ein signiertes Mafl positiv ist. Doch was bedeutet
es, dafl eine definierbare Menge eine nichtnegative Schnittkriimmung hat? Um
dies zu interpretieren, benutzen wir die Theorie der Alexandrovrdume. Sie lie-
fert eine Bedingung, die im Falle von Riemannschen Mannigfaltigkeiten zur
Positivitédt der Schnittkriimmung dquivalent ist, aber fiir (fast) beliebige me-
trische Rdume Sinn macht. Es liegt also nahe, die Aussage ,,Eine definierbare
Menge hat positive Schnittkriimmung“ durch ,Sie ist ein Alexandrovraum® zu
interpretieren.

Waihrend der Beweis der obigen klassischen Aussage auf der Hand liegt, ist
die Verallgemeinerung auf definierbare Mengen sehr schwer zu beweisen. Die
Beweisidee ist folgende: wire das Ergebnis falsch, so konnte man mit Hilfe der
Theorie der Alexandrovriaume ,geniigend viele“ Punkte auf der Sphére mit
paarweise , groffen” Abstéinden konstruieren, was nicht moglich ist.

3.1 Alexandrovriume

Definition 3.1. FEin lokal vollstindiger metrischer Raum M heifit Alexan-
drovraum mit nach unten durch x« beschriankter Schnittkriimmung,
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falls die folgenden beiden Figenschaften erfillt sind:

a)

b)

Die Metrik auf M ist intrinsisch (fiir beliebige zwei Punkte x,y € M und
0 > 0 gibt es eine endliche Folge von Punkten zo = x,z1,... ,2 = Yy in
M, so daf$ d(z;, zi41) < 0 fir allei =0,... ,k—1 und Zf;ol d(z;, ziy1) <
d(z,y) + 9 gilt).

Zu jedem Punkt x € M gibt es eine Umgebung U, so daf$ fiir 4 belie-
bige paarweise verschiedene Punkte (P, A, B,C) in U, die Ungleichung
/APB+/BPC+/CPA <27 gilt. Dabei bezeichnet ZAPB den Winkel
bei P eines Vergleichsdreiecks PAB € H? mit Seitenlingen d(P,A) =
d(P,A),d(P,B) = d(P,B),d(A, B) = d(A, B) (siehe Abbildung 3.1). Die
anderen Winkel sind analog definiert.

Abbildung 3.1:
/B

oo

A A

Die Rdume, die wir in dieser Arbeit betrachten, haben alle eine innere Me-
trik. Mit ,,Alexandrov’s Bedingung“ meinen wir deshalb stets die zweite der
beiden obigen Bedingungen. Ist M ein lokalkompakter Raum, so kénnen zwei
geniigend nahe Punkte durch eine Geodétische verbunden werden. Die Alex-
androvbedingung ist dann dquivalent zu folgender Bedingung: Zu jedem Punkt
xr € M gibt es eine Umgebung U,, so daf} fiir jedes geodétische Dreieck mit
Ecken P, A, B und Punkten X auf [P, A] und Y auf [P, B] die Ungleichung
d(X,Y) > d(X Y) gilt. Dabei ist X ein Punkt auf der Geodétischen [P, A]
eines Vergleichsdreiecks P,A,B in H?, fiir den d(P,X) = d(P,X () gilt. Der
Punkt Y ist entsprechend definiert, er hegt auf der Geoditischen [P, B]. Siehe
auch Abbildung 3.2.

Abbildung 3.2: Alexandrov’s Bedingung (x = 0)

Y ¥ v
@ y
P X A P X A

Alexandrovraume verallgemeinern das Konzept einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit mit nach unten beschrénkter Schnittkrimmung. Genauer gesagt gilt
folgendes Theorem:
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Theorem 3.2. (Toponogov’s Theorem)

Fine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist genau dann ein
Alexandrovraum mit Schnittkrimmung > k, wenn die Schnittkrimmung im
klassischen Sinne > k 1st.

Die Bedeutung von Alexandrovrdumen ergibt sich aus Grenziiberlegungen in
der Riemannschen Geometrie. Auf der Menge! MET der metrischen Riume
kann man einen Abstand dg_ g einfiithren (Gromov-Hausdorff-Metrik). Die Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten (fester Dimension) mit Schnittkrimmung > &
bilden eine Teilmenge, die nicht abgeschlossen ist. Punkte auf dem Rand dieser
Menge konnen recht schwierige Singularitdten aufweisen, auch Spriinge in der
Dimension sind moglich. Es gibt sehr umfangreiche Literatur dariiber, wie die-
ses ,,Zusammenfallen® (collapsing) vor sich geht, wir verweisen auf [Ber98] fiir
einen Uberblick. Andererseits bildet die Menge der Alexandrovriume mit Di-
mension < n, Krimmung > x und Durchmesser < D eine kompakte Teilmenge
in (MET,dg_p). Folgen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten, die diese drei
Ungleichungen (mit festen Werten fiir n, D, k) erfiillen, konvergieren also gegen
Alexandrovriume. Das erklart, warum sie in der Riemannschen Geometrie so
wichtig sind.

Wer mehr iiber dieses recht junge Gebiet wissen mochte, sollte in [B-G-P92]
nachschlagen.

3.2 Beweis des Theorems

Zunachst formulieren wir das Haupttheorem iiber definierbare Alexandrov-
raume:

Theorem 3.3. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhdngende, definierbare
Menge der Dimension m, welche ein Alexandrovraum mit Krimmung > kK
(beziiglich der inneren Metrik) ist. Dann gilt

scal (S, —) > km(m — 1) vol(S, —)
d.h. fir jede Borelmenge U C S gilt scal (S,U) > km(m — 1) vol,,(U).

Beweis: Wegen der Additivitédt beider Seiten kann man das Theorem straten-
weise beweisen. Dazu betrachten wir eine feste zahme Stratifizierung von .S. Da
die Skalarkriimmung auf Straten mit Kodimension grofler als 2 identisch 0 ist,
muf die obige Ungleichung nur fiir die drei Fille U ¢ X™ 2, U ¢ X™ ! und
U C X™ gezeigt werden. Das werden wir in den Sétzen 3.7, 3.10, 3.11 und 3.14
tun. Vorher muf} allerdings die Topologie von definierbaren Alexandrovraumen
untersucht werden. O

YMET,dg—_p) ist natiirlich weder eine Menge noch ein metrischer Raum, denn sonst
wiirde sie sich selbst enthalten. Man sollte besser von der Klasse der metrischen Raume
sprechen.
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Korollar 3.4. Gegeben sei eine Analytisch-Geometrische Kategorie C. Sei S
eine abgeschlossene, zusammenhdngende C-Menge der Dimension m mit einer
festen Metrik. Falls S ein Alexandrovraum mit Krimmung > K ist, so gilt

scal (S, —) > km(m — 1) vol(S, —)
d.h. fiir jede Borelmenge U C S gilt scal (S,U) > km(m — 1) vol(U).

Beweis des Korollars: Alle Gréflen und Eigenschaften sind lokaler Natur.
Ist S C M, so konnen wir mit Hilfe des Satzes von Nash eine Umgebung U
eines Punktes P € M isometrisch in einen Euklidischen Raum einbetten, dabei
wird SN U auf eine definierbare Menge abgebildet (siehe die Bemerkungen in
Abschnitt 1.5). Fiir diese kann man das Haupttheorem anwenden. O

3.2.1 Topologische Konsequenzen aus der Alexandrov-
bedingung

Fiir den Rest des Kapitels setzen wir voraus, dafl S ein abgeschlossener, defi-
nierbarer Alexandrovraum der Dimension m mit Schnittkriimmung > x ist.

In den Formeln, die wir in Abschnitt 1.4 abgeleitet haben, kamen sowohl to-
pologische Grofien (lokale Eulercharakteristik) wie auch geometrische Grofien
(Dichte, mittlere Kriimmung) vor. Die topologischen GroBen kénnen mit Hilfe
der Alexandrovbedingung recht genau bestimmt werden. Als Ergebnis erhélt
man, daf3 die Topologie von definierbaren Alexandrovriaumen in der Nahe von
Straten der Kodimension 1 oder 2 nicht zu kompliziert ist.

Lemma 3.5. Ein m — 1-Stratum X™ ' liegt im Abschlufl von genau einem
oder genau zwei Straten der héchsten Dimension. Im ersten Fall ist jeder Punkt
des Stratums ein Randpunkt im Sinne von [B-G-P92).

Beweis: Da die Hausdorff-Dimension von S genau m ist, sind die Explo-
sionsindices (,burst indices”) in der Nihe jedes Punktes konstant m (siehe
[B-G-P92], Korollar 6.5). Das schliefit sofort den Fall aus, dal es gar kein
m-Stratum gibt, welches das gegebene m — 1 Stratum auf dem Rand hat.

Wenn es 3 oder mehr solcher Straten gibt, so wéhlen wir einen Punkt P €
X™=1 Der Normalenschnitt (TpX m_l)l N S besteht aus mindestens 3 ein-
dimensionalen Kurven 71, v9,73, die wir nach der Bogenldnge mit ~;(0) = P
parametrisieren konnen. Wir setzen A(t) = v1(t), B (t) = 72 (t), C (t) = 3 (1).

Fiir geniigend kleine ¢ mufl jeder Weg zwischen zwei von diesen Punkten
durch das Stratum X™~! gehen. Mit Abschitzungen, wie wir sie in 3.2.3 noch
durchfiihren werden, sehen wir, daf lim; .o Z (A (¢), P, B(t)) = 7 gilt und ent-
sprechende Gleichungen fiir die anderen Winkel. Das widerspricht der Alexan-
drovbedingung fiir das Quadrupel (P, A (t), B (t),C (t)). Damit ist die erste
Aussage des Lemmas bewiesen.
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Als néchstes nehmen wir an, da X™ ! auf dem Rand von genau einem m-
Stratum liegt. Eine Umgebung eines Punktes P € X™ ! ist dann homdomorph
zu einem Halbraum der Dimension m. Das ist offensichtlich ein Alexandrov-
raum, in dem Randpunkte im Alexandrovsinne und Randpunkte im gewohn-
lichen Sinne iibereinstimmen. Da die Eigenschaft, Randpunkt im Alexandrov-
sinne zu sein, nur von der Topologie einer Umgebung abhingt ([B-G-P92],
Theorem 13.3 a), mul P ein solcher Randpunkt sein. O

Lemma 3.6. Fir ein Stratum X™ 2 der Kodimension 2 und einen Punkt
P e X™2 gibt es die folgenden beiden Méglichkeiten:

a) Die lokale Fulercharakteristik des Normalenschnittes ist 0 und der Punkt
ist ein Randpunkt im Alexandrovsinne.

b) Die lokale Eulercharakteristik des Normalenschnittes ist 1.

Beweis: Der Normalenschnitt bei P besteht aus einer endlichen Vereinigung
von zweidimensionalen Mengen, die jeweils (lokal) aus zwei Kurven (1-Straten)
und einer Flidche zwischen ihnen (2-Stratum) bestehen (besser gesagt kann
man das durch Aufschneiden stets erreichen). Man beachte, dafl diese Verei-
nigung nicht leer ist, das folgt wieder aus dem Explosionsindexargument. Je
zwel dieser Mengen konnen entweder benachbart sein (das bedeutet, daf ihre
Rénder eine gemeinsame Kurve enthalten) oder nicht. Es ist nicht moglich, dafl
drei dieser Mengen eine gemeinsame Randkurve haben, denn das wiirde einen
Widerspruch zum obigen Lemma liefern. Teilen wir diese Mengen beziiglich
der Aquivalenzrelation , durch eine Folge von benachbarten Mengen verbun-
den sein“ in Aquivalenzklassen ein, so bestehen diese aus Folgen der Form
(A1, As, ..., A;), wobei zwei aufeinanderfolgende Mengen A;, A;;; stets be-
nachbart sind und A; und A; entweder benachbart sind oder nicht.

Angenommen, es gibt drei oder mehr solcher Aquivalenzklassen. Mit #hnli-
chen Argumenten wie im Beweis des obigen Lemmas erhielten wir einen Wi-
derspruch zur Alexandrovbedingung.

Angenommen, es gibt genau eine solche Aquivalenzklasse (A1, As, ..., A4;).
Sind A; und A; benachbart, so ist eine Umgebung des Normalenschnittes bei
P zur Euklidischen Ebene IR? homéomorph und die lokale Eulercharakteristik
ist 1 (Fall b). Sind A; und A; nicht benachbart, so ist eine Umgebung des Nor-
malenschnittes bei P homdomorph zu einem zweidimensionalen Halbraum und
die lokale Eulercharakteristik ist 0. Die Kurve auf dem Rand von A;, welche
nicht Randkurve von A, ist, besteht aus Randpunkten im Alexandrovsinne,
da sie einem m — 1-Stratum in S entspricht, welches auf dem Rand genau ei-
nes m-Stratums liegt. Der Alexandrovrand ist abgeschlossen (siehe [B-G-P92],
Theorem 13.3 b). Damit muf§ P ein Randpunkt sein (Fall a).

Es bleibt der Fall, daB es genau zwei solcher Aquivalenzklassen gibt. Wir be-
zeichnen sie mit A = (Ay,...,4;) und B = (By,...,By). Sind A und B
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geschlossen, d.h. sowohl A; und A; als auch B; und By sind benachbart, dann
ist xior = 1 und wir sind wieder im Fall b. Ist A offen und B geschlossen
(oder umgedreht), so ist x;r = 0 und P ist ein Randpunkt wie oben (siehe
Abbildung 3.3).

Abbildung 3.3:

Offene Aquivalenzklasse Geschlossene Aquivalenzklasse

D\ g
3
Ay Bs B,
A4 T By
Y2

Wir kénnen also annehmen, dafl sowohl A als auch B offen sind. In diesem
Fall ist x;or = —1. Sei a1 der Winkel von A bei P und a5 der Winkel von B
bei P. Wire a; > 0 so kénnten wir die Randkurven von A nehmen, welche
dadurch charakterisiert sind, daf§ sie auf dem Rand von A; bzw. A;, aber
nicht auf dem Rand eines anderen A; liegen. Wir parametrisieren sie nach
der Bogenldnge und nennen sie y; und 7, (siche Abbildung 3.3, links). Sei
weiterhin 3 irgendeine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve in B. Dann
ist lim;_g £ (P, Y1 (t) , Y2 (t)) =qa; >0, limy_oZ (P, V1,2 (t) , Y3 (t)) = 7. Das ist
ein Widerspruch zu Alexandrov’s Bedingung fiir das Quadrupel (P, 1,72, 73).
Folglich ist c; = 0 und mit analogen Argumenten folgt as = 0.

Nach Abschnitt 2.1 folgt, dafl die Dichte des Normalenschnittes in diesem Fall
0 ist. Die lokale Eulercharakteristik ist aber entlang Straten einer Whitney-
Stratifikation konstant, also mufl dann die Dichte des Normalenschnittes ent-
lang des Stratums X ™2 iiberall 0 sein. Nach Theorem 2.6 ist dann die Dichte
von S fiir fast jeden Punkt P € X™ 2 (0. Speziell gibt es mindestens einen
Punkt, wo sie 0 ist. Das widerspricht Satz 3.12, wo gezeigt wird, daf die Dich-
te stets positiv ist. Dieser Fall kann also ausgeschlossen werden.

Bemerkung: Mit Blick auf das Lemma 3.5 konnte man vermuten, dafl ein
definierbarer Alexandrovraum immer eine topologische Mannigfaltigkeit mit
Rand ist. Das ist allerdings nicht der Fall. Beispielsweise kann man C'P? mit
einer Metrik mit positiver Kriimmung (> s > 0) versehen, isometrisch in
einen Euklidischen Raum IRY einbetten (nach Nash) und diesen durch ei-
ne definierbare Mannigfaltigkeit M’ mit Kriimmung > & approximieren. Be-
trachte RN als Teilraum von IRM*! = IRY x IR in der natiirlichen Weise
und betrachte die sphérische Projektion auf die Sphére mit Radius R und
Mittelpunkt P = (0,0,...,0,R). Mit leichten Stetigkeitsargumenten sieht
man, dafl fiir gentigend grofles R die Projektion M” von M’ auf diese Sphére
nach unten durch % beschrinkte Kriimmung hat. Wir wéhlen R so grof, daf3
R*% > 1. Dann ist der Kegel C iiber M" mit Basispunkt P definierbar und ein
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Alexandrovraum mit Kriimmung > 0 (siehe [B-G-P92], Proposition 4.2.3.).
Andererseits ist die lokale Eulercharakteristik von C' bei P gegeben durch
Xiok(C, P) =1 — x(M") = 1 — x(CP?) = —2. Die lokale Eulercharakteristik
einer topologischen Mannigfaltigkeit (eventuell mit Rand) ist in jedem Punkt
—1,0 oder 1. Also ist der konstruierte Alexandrovraum C' keine topologische
Mannigfaltigkeit. O

3.2.2 Straten hochster Dimension

Aus Lemma 1.9 entnehmen wir, daf§ das Skalarkriimmunsmafl auf X™ nichts
anderes als das Intergal iiber die gewthnliche Skalarkriimmung ist. Die Alex-
androvbedingung in glatten Punkten (fiir ein gegebenes k) ist dquivalent zur
Bedingung, dafl die Schnittkriimmung K nach unten durch s beschrénkt ist.
Aus K > k folgt s > km(m — 1). Daraus folgt sofort:

Satz 3.7. Sei S wie immer ein abgeschlossener, zusammenhdngender, defi-
nierbarer Alexandrovraum mit nach unten durch k beschrinkter Krimmung.
Dann gilt fiir jedes m-Stratum X™:

scal | xm (S, —) > km(m — 1) vol | xm(—)

3.2.3 Straten der Kodimension 1

Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen wie in Abschnitt 1.4.2.

Zunéchst nehmen wir an, daf§ wir ein m — 1-Stratum X™ ! gegeben haben,
welches auf dem Rand genau zweier m-Straten liegt.

Wihle einen festen Punkt P € X™ ' Auf T := TpX™ ! kann man ein or-
thonormales Koordinatensystem fixieren. Die Exponentialabbildung bildet die
Koordinatenlinien auf gewisse Kurven ab, die nach der Bogenldnge parametri-
siert sind und in P paarweise orthogonal sind. Indem wir diese Exponential-
abbildung als ¢ benutzen, miissen wir zeigen, dafl

2
h(P) = %< > g—g,w1+wz> =%< > xé’(0)7w1+w2>
1= v =1

1,....m—1 yeer y—1

auf X™~! nicht negativ sein kann, falls S ein Alexandrovraum mit Schnitt-
kriimmung > k ist.

Wir fithren die Berechnungen nur fiir den Fall K = 0 durch, der allgemeine
Fall folgt durch leichte Modifikationen (z.B. mu8 JR" durch Réume konstanter
Schnittkriimmung  ersetzt werden usw. ). Am Ende des Abschnitts geben wir
einige Andeutungen fiir den allgemeinen Fall.
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Wir bezeichnen mit 7+ den Normalenschnitt, d.h. den affinen Raum der Di-
mension n — m + 1, der orthogonal auf T steht und durch P geht. Dann ist
T+ NS (lokal) eine Vereinigung von zwei definierbaren Kurven, die wir nach
Bogenldnge parametrisieren. Das liefert uns Funktionen

1,72 [0, €) — T+ c R"

mit 7, (0) =72 (0) = P

Man beachte, dafl 71, v keine definierbaren Funktionen sein miissen, ihr Bild ist
aber definierbar. Es gibt also eindeutig bestimmte Tangentenvektoren wq, ws
der Lénge 1 bei P und es ergibt sich fiir « — 0 folgendes asymptotisches
Verhalten:

v (@) = P+ aw; +r; (o)

Dabei ist r; irgendeine Funktion, so da8 h; («) := M fiir « — 0 gegen 0

konvergiert. Es folgt

v; (@) = P+ aw; + O (ah; (a)) (3.1)

Dieselbe Beziehung bleibt natiirlich erhalten, wenn wir h; durch eine groflere
Funktion ersetzen, die immer noch gegen 0 konvergiert. Wir kénnen also ohne
Einschrénkung zusétzlich annehmen, dafl ~; monoton fallend fiir « — 0 ist
und daB hj(a) > o?. Diese technischen Details brauchen wir spéter.

Schritt 1:
Zuerst schitzen wir die Winkel Z (x; (s), P,x; (s)) fiir i # j nach unten ab.

Wir schreiben

2

z; (s) = P+ sz} (0) + %IB;/ (0)+ 0 (s?)

2y (s) = P+ s (0) + %xj (0)+ 0 ()

und setzen
x; = x}(0)

Da diese Kurven nach der Bogenlinge parametrisiert sind, gilt (z/,z") = 0.
Weiterhin gilt trivialerweise

d(P,xz;(s)) <s

d(P,xj(s)) <s
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Andererseits ist
d(P,z;(s)) > dg (P,x;(s))* = s>+ O (s%)
also

d(P,z;(s)) > s+ O (s%)

Wir finden entsprechend d (P, z; (s)) > s+O (s?). Die dritte Seite des Dreiecks
kann durch den Euklidischen Abstand abgeschéatzt werden:

d(w;(s),2;(s))" = dp (2;(s) 25 (5))°

= s (a1 0) — 0 + 5 (& 0) 27 (0)) + O () P
=22 — ¢ ((x;, ) + (], x;’)) +0 (84)

Aus dem Kosinussatz folgt sofort

cos Z(x;(s),P,xz;(s)) =

)
s? + 57 — 257 + 53 ((af, ) + <x;,x;’)) + O (s
- 2(s+0(s?))(s+ 0O (s?))
= g ((wi, af) + (2, x;/>) +0 (32)

Damit sehen wir dafl

Z(wi(s), Py () 2 5 = 5 ((@ha)) + () £0 () (3:2)

Analog gilt

Loy (=5) Py (9) 2 § = 5 (=) o+ (@) £ O ()

PRl

Schritt 2:

Das néchste Ziel ist die Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der Winkel
Z(xi(s),P,vj(a)) (t=1,...,m—1,7 =1,2). Nach Konstruktion ist y; nach
Bogenlénge parametrisiert und aus Gleichung 3.1 folgt

o — 0 (ah(0)) < d. (P.7; (@)) < di (P.7; () < @
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Die Absténde zwischen z; (s) und 7, (o) kénnen nach unten durch den Eukli-
dischen Abstand beschrankt werden:

di (2 (), 7 ()" > de (2 (5) , 75 (@)

/ " 8" m
= [l (@) = P = s (0) = S (0) + =27 (0) + O () I

Nach Konstruktion gilt v; (a) — P L 2}(0). Setzen wir die asymptotische
Entwicklung fiir ; () ein, so sehen wir da8

d(x;(s),7; ()" 2 o® + 5* — as(wy, 2] (0)) + O (a’h (@)
+ 0 (s*) + O (as®) + O (ah; (a) s%)

Wir setzen «; = s?h; (3)_% < s. Das ist ein wichtiger Punkt im Beweis,
mit anderen Werten von «; fallen die storenden Terme in der asymptotischen
Entwicklungen nicht weg. Bei dieser Wahl von «; bleiben nur die Terme, die
man wirklich braucht.

Es gelten die folgenden Ungleichungen:

ajhy (o)

§2
;s

und

a;h; (o) s

Die beiden anderen O-Terme verhalten sich in derselben Weise. Also folgt

d(x; (s), (aj))2 > oz? + 8 — a;8%(w;, ! (0)) + o (ajSZ)

Mit dem Kosinussatz folgt wieder

d(wi(s), P)* +d(v;(ay), P)* — d (i (s) 7 (o))’
2d (x; (s), P)d (v; (), P)
§°+ai —af — %+ ;5% (wj, 27 (0)) + 0 (a;57)

= 2(s+ 0 (s2)) (a; + O (a;h; ()
= 5w,z (0)) +o0(s)

cos Z(z; (s), P,y (o)) =
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Wir schlielen daraus, dafl

L(zi(s), Py () 2

mm

(wj, z7 (0)) + 0 (s) (3.3)

l\DIC/J

Entsprechende Ungleichungen gelten natiirlich auch, wenn man z; (s) durch
x; (—s) ersetzt.

Schritt 3:

Aus technischen Griinden, die spéter klar werden, brauchen wir auch noch
Abschétzungen fiir die Winkel Z (z; (s), P,x; (—s)) und Z (71 (on) , P, 72 (a2)).

Es gilt

cos Z (x; (s), P,x;(—s)) =—1+0(1)

Dabei bezeichnet o (1) einen Term, der fiir s — 0 gegen 0 strebt.

Es folgt

L(zi(s),Pyx;(—s)) =m+0(1) (3.4)

Der Beweis dafiir ist &hnlich den Beweisen in den Schritten 1 und 2: Anwenden
des Kosinussatzes und Abschétzen der Absténde d (x; (s),x; (—s)) durch die
Euklidischen Absténde.

Analog haben wir

Z(n (), Py (az)) =7 +o(1) (3.5)

Das sieht man ohne Probleme, wenn man die Absténde 7 (o) und s (a2) nach
oben durch die Summe der beiden Euklidischen Absténde dg (v1 (ap), X™ 1)
sowie dg (72 (), X™™1) abschitzt. Beide Terme verhalten sich asymptotisch
wie ay bzw. as. Der Rest folgt aus dem Kosinussatz.

Lemma 3.8. Gegeben seien 2m Punkte (A1, By, As, Ba, ... , Ay, By) auf der
Einheitssphéire S™ 1. Wir nehmen an, daf

) d(AZ,A) d(BZ,BJ)Zg—EfUT’L%]
o d(A;,Bj) > 5 — ¢ fiir allei # j

e d(A;,B))>m—¢
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o d(A;, Bj) < 5+ 2¢ fiir alle i # j.

Beweis: Sei A; der diametral zu A; gelegene Punkt. Dann ist d (B;, A}) < e
und damit

d(A;,B)) < d(A;, A)+d (A, B) <m—d(A;, A) +e< g+2e

Die anderen Ungleichungen beweist man auf dhnliche Weise. O

Lemma 3.9. Sei A, <d1, e ,d(m)> das m — 1-dimensionale Volumen eines
m-Simplexes auf der Einheitssphire S™ 1 mit Seitenlingen d,, . . . ,d(m). Dann
2
qgilt
0
b = 57 A <d1, o ,d(gﬂ)> 70
()2

Beweis:

Es gilt folgende Gleichung:

A, (g ,g,dl,... ,d(m_l)) _ Smel oy <d1,... ,d(m_l))

Deswegen ist

Induktiv zeigt man dann, daf

Sm—1

O

Dieses Lemma soll in unserer Situation angewendet werden. Nach [B-G-P92]
gibt es eine Abbildung ® : S +— IR™ (die nicht notwendigerweise stetig sein
muf), die die Abstdnde von P aus invariant lafit und die anderen Abstédnde
nicht verkleinert. Die Bildpunkte bezeichnen wir mit P ) fl, .... Der Strahl, der
von P ausgeht und durch A geht, schneidet die Sphire ™! in genau einem
Punkt A. Es gilt



Wir setzen Al = ")/1( ), = 72 (042) A2 = ."L'l( ) BQ = (—S), c. ,Am =
Tm—1(8), Bm = Tm—1 (—9) (zur Erinnerung: a; = a;(s)).

Wir wéhlen € > 0 geniigend klein so dafl die Funktion ,m — 1-Volumen ei-
nes m-Simplexes auf der Sphére” monoton wachsend in den Seitenlédngen ist,
wenn diese im Intervall (g — 26,5+ 2e) liegen. Aus den Ungleichungen 3.2,
3.3, 3.4 und 3.5 schluifolgern wir, daf3 die Voraussetzungen des Lemmas 3.8
fiir geniigend kleine s erfiillt sind. Wir betrachten die 2™ m-Simplizes, welche
nicht gleichzeitig A; und B; fiir ein festes ¢ als Ecke haben. Nach Lemma 3.8
sind alle Seitenldngen im Intervall (g — 26,5+ 2(—:) und dort ist die Volumen-
funktion monoton wachsend. Die Summe der entsprechenden Volumen der 2™
Simplizes ist genau dem Volumen der m — 1-Sphaére, s,,_1, da sie eine Partition
der Sphére bilden.

Sei

U (21 (£s),... ,&mo1 (E£S),712(012))

das Volumen eines Simplexes auf S™~!, dessen Seitenlingen gleich den Winkeln
der Punkte (x; (£5),...,Tm1 (£S),71.2 (@1,2)) mit P sind. Dann gilt

Z Uz (£8), ... @1 (E£5), 712 () < Sy

weil die Winkel bei P zwischen den Bildpunkten A; = v (1), By = 72 (),
Ay = 21(8),By = 1 (—$),..., A = Tin—1 (8), By = Ty—1 (—s) nicht kleiner
sind als die entsprechenden Winkel zwischen den Originalpunkten und weil die
Volumenfunktion monoton wachsend ist.

Wir berechnen ¥ (21 (s),... ,Zm_1(S), 7 (a1)):

W (21 (8), .., Tpme1(5),7 (1))
s), P,xa(s)), £(x1(s), Pas(s)),.

/ 1 / 1 ™
(2], 73) + (x5, 27)) £ O (32) g T

2 )~ (@) + (@) + o+ (wn, 2] (0) +..))4o (s)

Ahnliche Ungleichungen gelten fiir die anderen Kombinationen (erstze x (s)
durch x (—s) oder v; () durch v; (aq)).

Wir nehmen die Summe all dieser Ungleichungen. Dabei fallen Terme der Form
(2}, 24) weg und es bleibt

63



Spm—1 >Z‘Il 1 (£8), .o Tmo1 (£5), 712 (a12))
>omA, ( ) Zk 5 (w2 (0)) +...) + 0 (s)

= Sm_1 — 2" kas ((wy + wa, 27 (0)) +...) + 0(s)

Fiir s — 0 ergibt sich
m—1
Z w1+w2, i O)) ZO
=1

Dieser Term ist bis auf den konstanten Faktor 2w > 0 gerade der Term, iiber
den integriert werden muf, wenn man A,, »(S,—) auf dem Stratum X™!
berechnet. Deshalb sind A,,_s|xm-1 und scal(S, —)|xm-1 nichtnegative MaBe.

Bemerkung: Wir haben die Berechnungen nur fiir x = 0 durchgefiihrt und
wollen jetzt andeuten, welche Anderungen im Falle x # 0 nétig sind. Zunéchst
mufl der Kosinussatz durch die entsprechende Version in Rdumen mit konstan-
ter Schnittkrimmung r ersetzt werden. Die asymptotischen Entwicklungen
der betrachteten Winkel sind die gleichen. Das ist nicht sehr {iberraschend,
da beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeiten asymptotisch isometrisch zum
Euklidischen Raum sind.

Die Abbildung ® liefert Punkte in H™. Sie konnen mit P durch Geodétische
verbunden werden. Die Winkel zwischen diesen Geodétischen sind genau die
Winkel zwischen den betroffenen Punkten, da wir in einem Raum konstanter
Krimmung sind. Im Tangentialraum 75 H,", welcher isometrisch zu IR™ ist
liegen die Tangenten dieser Geoditischen. Die Winkel zwischen ihnen sind
wieder nach den gleichen Formeln nach unten beschrénkt wie im Fall x = 0.
Identifiziert man einen Tangentenvektor mit einem Punkt auf der Sphére, so
kann man wieder das Lemma 3.9 anwenden.

Alternativ kénnte man anstelle von ® : S +— H]" die Abbildung explg1 od :
S +— TsH" = IR™ nehmen. Dann funktioniert die gleiche Argumentation wie
im Fall k = 0.

Wir haben also gezeigt:

Satz 3.10. Sei S ein (abgeschlossener, zusammenhdingender und definierba-
rer) Alezandrovraum mit Kriimmung > r und X™ 1 ein Stratum, welches auf
dem Rand von genau zwei m-Straten liegt, dann gilt

scal(S, —)|xm-1 >0

Korollar 3.11. Sei S ein (abgeschlossener, zusammenhdngender und defi-
nierbarer) Alezandrovraum mit Kriimmung > r und X™ ' ein Stratum, wel-
ches auf dem Rand von genau einem m-Stratum liegt, dann gilt

scal(S, —)|xm-1 >0
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Beweis des Korollars: Der Normalenschnitt (TpX™ )" N S besteht nun
aus genau einer Kurve mit Richtung w. Um scal(S, —) auf X™~! zu berechnen,
miissen wir iiber den Ausdruck 2 77" (w, 27 (0)) integrieren (Theorem 2.7).

Nach Lemma 3.5 sind alle Punkte dieses Stratums Randpunkte. Wir kénnen
zwei Kopien von S entlang dem Rand verkleben und erhalten erneut einen
Alexandrovraum mit Kriimmung > k. Das folgt aus dem ,,doubling theorem*
aus [B-G-P92]. Das Stratum X™~! wird dann zu einem Stratum auf dem Rand
von genau zwei m-Straten. Jetzt folgt aus Satz 3.10, daB 77" (w, 27 (0)) > 0
gilt. Also ist scal(S,—) > 0 auf X™'. O

3.2.4 Die Dichte von Alexandrovriumen

Satz 3.12. Sei M ein Alexandrovraum mit Krimmung > k und Dimension
m, P € S. Wir bezeichnen das m-dimensionale Hausdorff-Maf$ mit vol. Dann
existiert die Dichte 6 (S, P) := lim,_ volBi(Pir) st positiv und kleiner oder

b r™

gleich 1. Ist P ein Randpunkt, so ist sie kleiner oder gleich %

Bemerkung: Dieser Satz wurde in [Shen93] bewiesen. Dort findet man auch
genauere Aussagen iiber die Dichte in Alexandrovrdumen. Grob gesagt gilt:
Ist die Dichte in jedem Punkt grof; so mufl der Raum sehr regulér sein. Wir
skizzieren den Beweis des Satzes:

Beweis des Satzes: 1. Fall: k =0

Wir setzen
M, := M N B(P,r)

und miissen zeigen, dafl % einen Grenzwert fiir » — 0 besitzt.

voly, M, 1, M,
mm'r‘ Zvom r

r! rm

Behauptung: Ist 7' < r, so ist

Um die Behauptung zu zeigen, wihle zu jedem Punkt Q € B(P,r) N M eine
Geodétische v zwischen P und @) in M. Sie wird nach der Bogenlénge parame-
trisiert mit 74(0) = P. Definiere die Funktion h : B(P,r)NM — B(P,r")NM
durch

hQ) =0 (Lar.Q)

Nach der Alexandrovungleichung gilt fiir alle Q, Q" € B(P,r)

| 3

Q) h(Q) > “d(Q.Q)

<

Daraus folgt die Behauptung.

65



Nach [B-G-P92|, Theorem 10.2. gilt aber auch vol,,, M, < b,,7,,. Demnach ist
die Funktion V‘l))lm Me fiir fallende r monoton wachsend und durch 1 beschrankt,
besitzt also einen Grenzwert < 1 und > 0.

2. Fall: k # 0 Man geht zunéchst genauso vor wie im Fall kK = 0. Die Alexan-
drovungleichung muf jetzt aber fiir H> angewendet werden. Da H? lokal fast

isometrisch (d.h. Lipschitz-dquivalent mit Lipschitz-Konstante nahe bei 1) zu
IR? ist, folgt fiir alle Q,Q" € B(P,r)N M

AR(Q), @) = (1 - () (@, Q)

mit einer Funktion € > 0, die fiir » gegen 0 auch gegen 0 geht. Daraus folgt
wieder leicht die Existenz eines Grenzwertes < 1

Ist P ein Randpunkt, so kénnen wir zwei Kopien von M entlang des Randes
verkleben und erhalten erneut einen Alexandrovraum mit Krimmung >
([B-G-P92], Theorem 13.3 d). Die Dichte in P verdoppelt sich dabei und muf
also kleiner oder gleich % sein. O

Korollar 3.13. Ist S eine kompakte, zusammenhdingende definierbare Menge
der Dimension m, die beziiglich des inneren Abstandes ein Alexandrovraum
nichtnegativer Kriimmung ist, so gilt fiir jeden Punkt P € S die Ungleichung

vol S

_ < P)<1
by (diam S)™ — 6(5.P) <

Beweis: trivial, folgt aus der im Beweis zu 3.12 gezeigten Behauptung.

3.2.5 Straten der Kodimension 2

Satz 3.14. Sei S ein (abgeschlossener, zusammenhdngender und definierba-
rer) Alezandrovraum mit Krimmung > k und Dimension m, X™ 2 ein Stra-
tum der Dimension m — 2. Dann ist scal(S, —)|xm-2 >0

Beweis: Sei P € X™ 2. Wir benutzen Lemma 3.6. Der Term, den wir integrie-
ren miissen, um scal(.S, —)| xm-2 zu berechnen, ist nach Theorem 2.7, Abschnitt
1.4.3 und Satz 2.2 gegeben durch den Ausdruck

1 Xiok <(TPXm_2)l n.s, P)

Ist x1or = 1, so ist der Term gleich 1 — 6 > 0 nach Satz 3.12.

Ist Xzok = 0 und P ein Randpunkt, so ist die zu integrierende Grofie gegeben
durch § — 0 (S, P) >0

In Jedem Fall wird iiber eine nichtnegative Grofle integriert, woraus Satz 3.14
folgt. O
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Kapitel 4

Das Haupttheorem fiir
definierbare Riume mit K < k

Mit Blick auf Theorem 3.3 stellt sich natiirlich die Frage, ob ein analoges
Theorem auch fiir nach oben beschréankte Kriimmung richtig ist. Dazu muf
zunéchst geklart werden, wann ein metrischer Raum eine nach oben beschrénk-
te Schnittkriimmung hat. Dazu gibt es ein ganzes Buch, [Bri99], auf das wir
uns im folgenden beziehen werden.

Das Haupttheorem dieses Kapitels ist folgendes Theorem:

Theorem 4.1. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhdingende, definierbare
Menge der Dimension m. Wir setzen voraus, daf fiir eine Stratifikation von
S jedes m — 1-Stratum auf dem Rand von genau zwei m-Straten liegt und daf
S beziiglich der inneren Metrik ein Raum mit nach oben durch k beschrinkter
Krimmung ist. Dann gilt

scal(S, —) < km(m — 1) vol(S, —)

d.h. fiir jede Borelmenge U C S gilt scal(S,U) < km(m — 1) vol(U).
Bemerkungen:

e Man sieht beispielsweise an einem abgeschlossenen Ball im Euklidischen
Raum, dafl das Theorem im allgemeinen nicht giiltig ist, falls es ein m—1-
Stratum gibt, welches auf dem Rand nur eines m-Stratums liegt.

e Die Bedingung an die m — 1-Straten héngt nicht von der gewéhlten Stra-
tifikation ab. Man kann diese Bedingung auch so formulieren, daf3 die
Menge der Punkte P € S, in deren Nihe S eine topologische Mannigfal-
tigkeit ist, Kodimension mindestens 2 hat. Das ist z.B. der Fall, wenn S
eine topologische Mannigfaltigkeit ist.
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e Die obige Bedingung ist noch relativ stark, hier sind eventuell Verbes-
serungen moglich. Die Vermutung, dafl das Theorem seine Richtigkeit
behélt, wenn man nur noch fordert, dal jedes m — 1-Stratum auf dem
Rand von mindestens zwei m-Straten liegt, erweist sich als falsch. Aller-
dings ist unter dieser schwicheren Voraussetzung die Einschrankung von
scal auf Straten der Kodimension 0 oder 1 immer noch ein nichtpositives
Ma$, erst in Kodimension 2 kann es Probleme geben.

Beweis des Theorems: FEs kann wieder stratenweise vorgegangen werden,
wobei nur Straten der Dimensionen m, m —1 und m — 2 einen Beitrag zu A,,_»
liefern. Fiir m-Straten folgt die Aussage mit der gleichen Argumentation wie
bei den Alexandrovraumen. Fiir m — 1 und m — 2- Straten folgt sie aus den
Satzen 4.11 und 4.6. O

Korollar 4.2. Gegeben sei eine Analytisch-Geometrische Kategorie C. Sei S
eine abgeschlossene, zusammenhdngende C-Menge der Dimension m mit einer
festen Metrik. Wir setzen voraus, dafs fiir eine Stratifikation von S jedes m—1-
Stratum auf dem Rand von genau zwei m-Straten liegt. Falls S ein Raum mit
nach oben durch < k beschrinkter Krimmung ist, so gilt

scal (S, —) < km(m — 1) vol(S, —)

d.h. fiir jede Borelmenge U C S gilt scal (S,U) > km(m — 1) vol(U).

Beweis des Korollars: Der Beweis erfolgt analog wie der Beweis des Korol-
lars zum Haupttheorem iiber definierbare Alexandrovriaume. O

Bevor wir zu den Details des Beweises des Theorems kommen, wollen wir ihn
mit der analogen Aussage fiir Alexandrovraume vergleichen.

Bei definierbaren Alexandrovrdumen folgen aus der Alexandrovungleichung
sofort starke Einschrankungen an die Topologie der Menge, wihrend man bei
R&umen mit nach oben beschrankter Kriimmung eine Bedingung an die Topo-
logie voraussetzen muf. Diese Bedingung wird auf zwei Weisen benutzt: einer-
seits folgt aus ihr, dal Geodétische durch m —1-Straten hindurch auf geeignete
Weise verldngert werden konnen. Andererseits erhdlt man Informationen tiber
die Struktur der Normalenschnitte in Kodimension 2, die ausreichen, um die
Dichte und die Eulercharakteristik abzuschétzen.

Der Beweis fiir die Straten hochster Dimension lduft in beiden Féllen analog.
Hier kommt zum Tragen, dafl in glatten Punkten die metrischen Kriimmungs-
bedingungen mit den differentiellen Kriimmungsbedingungen iibereinstimmen
und dafl das skalare Kriimmungsmafl im wesentlichen dasselbe ist wie die ska-
lare Kriimmung.

In Kodimension 1 bendtigt man bei Rdumen mit nach oben beschréankter
Kriimmung die Verdierbedingung. Wéhrend man bei Alexandrovraumen die
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Metrik nach unten abschétzte, was durch die Euklidische Metrik des umgeben-
den Raumes geschah, braucht man hier Abschétzungen nach oben, die man
durch konkrete Angabe von Wegen erhélt. Das ist jedoch etwas schwieriger
und die zusétzliche Information der Verdierbedingung mufl eingesetzt werden.

Dagegen ist der Beweis fiir Straten der Kodimension 2 bei Rd&umen mit nach
oben beschrankter Kriimmung sogar einfacher als bei Alexandrovraumen. Man
benutzt die Querschnittsformel 2.6 nicht, sondern zeigt direkt, dafl die Dichte
des Querschnitts groBer oder gleich 1 ist. Dazu werden topologische Argumente
und Sétze iiber Rdume mit nach oben beschrankter Kriimmung herangezogen.

4.1 Raiume mit nach oben beschriankter Kriim-
mung

In diesem Abschnitt definieren wir Rdume mit nach oben beschriankter Kriim-
mung und geben die Eigenschaften an, die wir spéter verwenden werden. Alle
diese Definitionen und Sétze konnen in dem Buch [Bri99] nachgelesen werden.

Definition 4.3. Fin geoddtisches Dreieck in einem intrinsischen metrischen
Raum besteht aus drei Punkten P, A, B und geodditischen Segmenten [P, A],
[P, B] und [A, B] zwischen ihnen. Wir sagen, daf es die CAT(k)-Ungleichung
erfillt, wenn fiir alle Punkte X € [P, A] und Y € [P,B] die Ungleichung
d(X,Y) < d(X,Y) gilt, wobei X und Y Punkte auf den Seiten [P, A] bzw.
[P, B] eines Vergleichsdreiecks P, A, B in M, sind, die durch die Gleichungen
d(P,X)=d(P,X), d(P,Y) = d(P, Y) definiert sind. Siehe Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1: Die CAT-Bedingung (x = 0)
B
Y. Y
P XA p X A

Ein metrischer Raum heifit d-geoditisch, wenn alle Paare von Punkten mit
Abstand kleiner als d durch eine (nicht notwendig eindeutige) Geodétische
verbunden werden koénnen.

Wir bezeichnen mit D, den Durchmesser einer Raumform mit konstanter
Kriimmung &, also D,, = oo fiir kK < 0 und D,, = % fiir k > 0.

Definition 4.4.  a) Ein intrinsischer metrischer Raum X heifst CAT(k )-
Raum, wenn er D,-geoddtisch ist und wenn alle geoddtischen Dreiecke
mit Umfang kleiner als 2D,, die CAT(k)-Ungleichung erfiillen.

b) Ein intrinsischer metrischer Raum X heifft Raum mit Krimmung < k,
wenn er lokal ein CAT(k)-Raum ist.
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Bemerkungen:

e Die Buchstaben C,A,T stehen fiir Cartan, Alexandrov und Toponogov,
die sich alle mit Rd&umen mit nach oben beschrankter Kriimmung be-
schéftigt haben.

e Wir folgen hier den Bezeichnungen aus [Bri99]: CAT-Réume sind Réume,
in denen die CAT-Ungleichung global gilt, Rdume mit nach oben be-
schréankter Kriimmung sind solche, in denen sie lokal gilt. CAT(0)-Raume
bezeichnet man auch als Hadamardraume.

Die néichsten Sétze stammen aus [Bri99]. Wir werden sie im Beweis des Haupt-
theorems bendtigen.

Satz 4.5. Sei X ein CAT(k)-Raum. Dann gilt:

e Der Alexandrovwinkel zwischen den Seiten eines geoddtischen Dreiecks
in X mit verschiedenen Ecken ist nicht gréfier als der Winkel zwischen
den entsprechenden Seiten eines Vergleichsdreiecks in in M?2.

e Jede lokale Geoditische in X mit Linge hochstens D, ist eine Geoditi-
sche.

e [st X eine topologische Mannigfaltigkeit, so kann jede Geoddtische ~y :
la,b] — X zu einer Geoddtischen v : [a — €,b+ €] — X, e > 0 verlingert
werden. Falls X wvollstindig ist, so folgt, daff jede Geodditische zu einer
Geoddtischen der Linge D, verlingert werden kann.

o Allgemeiner gilt: Ist fir P € X und kleine Radien r > 0 der ,gepunktete
Ball“ B(P,r)\{P} nicht kontrahierbar, so lafst sich jede Geoddtische mit
Endpunkt P iiber P hinaus fortsetzen.

4.2 Beweis des Theorems

4.2.1 Straten der Kodimension 2

Satz 4.6. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhdngende, definierbare Menge
der Dimension m. Wir nehmen an, daf jedes m — 1-Stratum auf dem Rand
von genau zwei m-Straten liegt und daff S ein Raum mit Krimmung < k fiir
ein K € IR ist. Dann gilt scal(S, —)|xm-2 < 0 fiir jedes m — 2-Stratum X™ 2.

Beweis: Angesichts der Abschnitte 2.4 und 2.1 sowie Thom’s Isotopielemma
miissen wir zeigen, daf} die Dichte des Normalenschnittes Sp := (TpX™ )t NS
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bei P nicht kleiner als 1 ist fiir fast jeden Punkt P € X™ 2 denn ;ox(Sp, P) =
1.

Schritt 1: Wir halten einen solchen Punkt P fest. Eine Umgebung Up von P
in Sp liegt in einer Tubenumgebung um X™ 2, was impliziert, daf fiir jeden
Punkt A in Sp N Up der Euklidische Abstand zwischen A und X™~2 gleich
dem Euklidischen Abstand zwischen A und P ist.

Nach Thom’s Isotopielemma und nach Voraussetzung an die m — 1-Straten
bestehen die Mengen S.(P,r) N Sp fiir kleine r aus einer disjunkten Ver-
einigung (topologischer) Kreise Ki(r), Ko(r), ... , Ki(r). Deren Léngen seien
Li(r),la(r), ..., lg(r). Wir wihlen die Numerierung so, da8 fiir jedes r der Kreis
K (r) die maximale Lénge hat. Nach Abschnitt 2.1 ist die Dichte von Sp bei
P gegeben durch

8(Sp, P) = lim i lir)

r—0 2rr

Wir werden die Aussage
l
tim 20 >
r—0 27r
beweisen, woraus sofort 8(Sp, P) > 1 folgt.
Angenommen, diese Ungleichung gilt nicht.

Wir wiihlen reelle Zahlen ¢, € mit lim, o 2 < ¢’ < 1 und e > 0. Fiir geniigend

2rr

kleine reelle r > 0 sind die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

a) K(r) liegt in einer Tubenumgebung von X" 2,
b) 0 < y(r) <27mre’
Schritt 2:
Behauptung: Es gibt beliebig kleine reelle Zahlen » > 0 und Punkte A, B €

K (r) mit der Eigenschaft, dafl die Geodétische zwischen A und B einen Punkt
P’ aus X™ 2 enthilt.

Um die Behauptung zu beweisen, benttigen wir ein topologisches Argument.

Wihle einen Homéomorphismus
¢:S'={z€C:|z| =1} — Ki(r)
Wir werden ¢ zu einer stetigen Abbildung
¢p:B*={zcC:|2| <1}~ S
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fortsetzen. Wéhle dazu einen festen Punkt A € K;(r). Dann liegt A" :=
¢ 1(A) € S! und jeder Punkt C” in B? kann in der Form

C'=A+tB - A

mit 0 < ¢ < 1 und B’ € S! dargestellt werden. Fiir C’ # A’ ist diese Darstel-
lung sogar eindeutig.

Setze B := ¢(B'). Die eindeutig bestimmte Geodéitische zwischen A und B
bezeichnen wir mit 4 p.

Dann definieren wir

¢(C") := va,5(tdi(A, B))

Da in CAT(x)-Raumen Geoditische der Lénge kleiner als D), stetig von ihren
Endpunkten abhéngen (siehe [Bri99)), ist ¢ eine stetige Abbildung.

Wire die Behauptung falsch, so wire ¢ eine stetige Abbildung von B? nach
S\ X™2. Das Bild von B? unter dieser Abbildung liegt fiir geniigend klei-
ne r in der Umgebung Up (Dreiecksungleichung). Also ist die Schleife K(r)
kontrahierbar in (S'\ X" 2) N Up.

Andererseits kann K () nicht kontrahierbar in Sp\{ P} sein, da Sp\{ P} wegen
der lokalen Kegelstruktur definierbarer Mengen (siehe [B-C-R87]) homotop
zur Vereinigung der Kreise K(r), ..., Ki(r) ist und K;(r) innerhalb dieser
Vereinigung trivialerweise nicht kontrahierbar ist.

Nach Thom'’s Isotopielemma ist die Menge (S\ X™~2, P) lokal homdomorph zu
((Sp \ {P}) x IR™2, P). Damit ist K;(r) nicht kontrahierbar in (S'\ X™ )N
Up.

Das ist ein Widerspruch zur oben gezeigten Tatsache, dafi Ki(r) in S\ X™ 2N
Up kontrahierbar ist. Die Annahme, dal ¢ eine Abbildung nach S\ X™2
ist, muf fallengelassen werden und somit gibt es einen Punkt P’ € X™~2, der
im Bild von ¢ und damit auf einer Geoditischen zwischen zwei Punkten von
K (r) liegt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Schritt 3: Als néchstes wiahlen wir ein geniigend kleines r und Punkte A, B
wie in der Behauptung. Die Geodétische v zwischen A und B enthélt einen
(nicht notwendigerweise eindeutigen) Punkt P’ € X™2,

Die Lange der Kurve K;(r) ist nach oben durch 27rf" beschrinkt. Da sie
homoomorph zu einem Kreis ist, hat einer der beiden Bégen zwischen A und
B eine Lénge kleiner oder gleich 7rf’. Wir bezeichnen ihn mit 3. Jeder Punkt
von (3 hat zu P den Euklidischen Abstand r.

Die Kurve 3 liegt in einer Tubenumgebung von X™ 2 und im Normalenschnitt
zu P. Daraus folgt, dal jeder Punkt von (3 zu P’ einen Euklidischen Abstand
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von mindestens r hat, also ist auch der innere Abstand zwischen P’ und (3
mindestens r.

Nimm eine Folge von Punkten A = Py, P, ..., P, = B auf § so dafl

di(Pj,Pj+1)<€, 17=0,1,... ) k—1

und

k—1

> di(Py, Pija) < 1U(B) < wrt)

=0

gilt. Sei v, die Geodétische zwischen P; und P'. Aus der CAT-Ungleichung
und der Dreiecksungleichung fiir Winkel schlieffen wir

e
—_
N
—_

Zp(Yos ) < Y Lp(,7541) < Y L(P;, P, Piyy)

J

.
I
o
Il
=)

Mit [, (r) bezeichnen wir die Léinge eines Kreises mit Radius r in M2.

Um die Winkel Z(P;, P, Pj41) abzuschétzen, bemerken wir, dafl nach Kon-
struktion d;(P;, P') > r gilt.

Unter allen geodétischen Dreiecken auf M? mit zwei Seitenlingen zwischen r
und 77~ (bzw. zwischen r und oo fiir k < 0) und fester dritter Seitenldnge
hat dasjenige den grofiten Winkel zwischen den zwei verénderlichen Seiten, bei
dem diese Seitenléingen genau r betragen (sieche Abbildung 4.2).

Abbildung 4.2: Monotonie des Winkels

2

r >r

Es folgt, daf der entsprechende Winkel Z(P;, P’, Pj41) nicht groBer als der
zugehorige Winkel im Vergleichsraum M? eines Vergleichsdreiecks mit Sei-

tenldngen r, 7, d;(P;, Pj11) ist. Letzterer ist beschrankt durch 1D(e)27rM

le(7)
wobei 9(€) fiir e — 0 gegen 1 geht (Taylorentwicklung des x-Kosinus).
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Damit erhalten wir

T = Zp/(Y0, k) le P, Pjq) <

2 2rr

L (1)

A

1) < (e)

Wenn wir € gegen 0 gehen lassen, bekommen wir

2rr

L (r)

T < A

Fiir r — 0 strebt die rechte Seite gegen 76" < 7, das ist ein Widerspruch.

Also ist die Annahme lim, 2( ") < 1 nicht haltbar, woraus 0(Sp, P) > 1 folgt.

Der Term, iiber den man integrieren muf, um scal(S, —)|xm-2 zu berechnen,
ist gegeben durch 47 {l + M —0(Sp, P)} =47 {1 —-0(Sp,P)} <0. Es
folgt scal(S, —)|xm-2 < 0.

Damit ist der Beweis von Satz 4.6 vollstdndig. O

4.2.2 Straten der Kodimension 1, in denen genau zwei
m-Straten eintreffen

Sei jetzt X™ ! ein Stratum der Kodimension 1, in dem genau zwei m-Straten
X7, XT" eintreffen.

Wir erinnern daran, dafl scal(.S, —)|xm-1 gegeben ist durch Integration einer
definierbaren Funktion h auf X!, Um zu zeigen, daf scal(S, —)|xm-1 < 0 ist,
reicht es aus zu zeigen, dal h(P) < 0 auf einer dichten Tellmenge von X™~ 1
gilt. Wir werden diese Ungleichung fiir alle Punkte P € X™ ! herleiten, fiir
die die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

a) Die Tangentialabbildung kann von X 7" und X" stetig nach P fortgesetzt
werden.

b) Die Stratifikation erfiillt Verdier’s Bedingung in einer Umgebung von P.
c) Es gibt eine Geodétische durch P, die wie sich wie im Satz 2.14 verhélt.

Lemma 4.7. Sei S = UX"? eine zahme Stratifikation von S und X™ ! ein
Stratum auf dem Rand von genau zwei m-Straten. Dann ist die Menge der
Punkte P € X™ 1, fiir die die obigen drei Bedingungen erfiillt sind, eine dichte
Teilmenge von X™ 1,
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Beweis: Eine dichte Menge minus eine Menge kleinerer Dimension bleibt
dicht. Also sind wir mit Hilfe der Satze 2.10 und 2.14 fertig. O

Von nun an setzen wir voraus, dafl P die drei obigen Bedingungen erfiillt. Wir
wollen zeigen, da8 h(P) < 0.

Wir finden eine Geodétische v, die aus zwei geodétischen Bogen 1, v2 besteht,
so daf} 7 vollstédndig in X" liegt und so daf}

ve(a) = P+ aw, + rp(a), k=1,2

fiir kleine positive or. Dabei ist r, eine Funktion mit lim,_q T’“{io‘) = 0. Weiterhin
gilt wy, L TpX™ ! und |Jwg|| = 1 (sieche Abschnitt 2.5)

Wiéhle reelle Funktionen €1, €2 > 0, ¢ : (0,00) — IR so dafl

a) € ist monoton wachsend.
b) lim, g €ex(a) = 0.

¢) ™2 < ex(a)

Die folgende Konstruktion mufl sowohl fiir X7* als auch fiir XJ* durchgefiihrt
werden. Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir die Indizes weg. Wir
schreiben also v anstelle von 4 und so weiter.

Der wohldefinierte Limestangentialraum von X™ in P sei mit T  bezeichnet.

Wir wenden Satz 2.11 auf das Stratum X™ und den Punkt P an. Das liefert
ein Koordinatensystem {x1,...,z,}, eine Menge

U={(x1,...,2m) € R" :xp > g(x1,... ,Tm_1)}
die wir auch als Teilmenge von IR™ auffassen:
vcT=A{zp41="=z,=0}

und eine Funktion f : U — IR™™, so dal X™ der Graph von f ist und die
Ableitungen von f gegen 0 gehen, wenn wir uns P annéhern.

Fiir Punkte aus 7" benutzen wir die verkiirzte Schreibweise (ay, . .. , a,,) anstelle
(a1, .. ,am,0,...,0).

Wir schreiben II fiir die orthogonale Projektion von S auf T'. In dem gegebenen
Koordinatensystem kann f geschrieben werden als f = (fi,..., fu_m). Da P
in T enthalten ist, gilt f(0,...,0) =0.

Lemma 4.8. FEs gibt eine Konstante C' > 0 so daf$ die Ableitungen von f fiir
jedes j =1,... ,n—m die folgenden Abschdtzungen erfiillen:

' 0t

1

(Q)' <Cd.(Q,P), i1=1,...,m—1

75



Weiterhin gilt
9f;

0%,

(Q)‘—>0 for @ — P

Beweis: Die zweite Behauptung folgt aus der Tatsache, dafl die Tangentenab-
bildung stetig von X™ auf P fortgesetzt werden kann. (siehe Satz 2.11).

Wir skizzieren den Beweis der ersten Behauptung. Es ist eine Konsequenz aus
Verdier’'s Bedingung. Man sieht, daf§ der Tangentialraum von X™ bei @) als
Vektorraum erzeugt wird von den Vektoren

afl afnfm

Oh a“’C’"‘*m),...,(0,...,0,1, )

U0y 1 0%, T

(1,0,...

Da die Tangentialrdume T X™ fiir ) — P gegen T' konvergieren, sehen wir,
dafl alle Ableitungen gegen 0 konvergieren. Wir kénnen ohne Einschrinkung
annehmen, dafl unter den Vektoren g—i(@),i =1,...,m der erste der lingste
ist. Wir bezeichnen seine Lénge mit L(Q). Wir miissen zeigen, daB L(Q) <

Cd.(P, Q) fiir eine Konstante C' > 0 ist.

Die Orthogonalprojektion des Vektors (1,0,...,0) € TpX™ ! auf ToX™ ist
gegeben durch

@ a anfm an*m
(al,ag,...,am,ala—g+...+am£,...,a1 fxl + ... +a, gxm )

mit Unbekannten (ay, ... ,a,). Die Orthogonalititsbedingung liefert ein Sys-
tem linearer Gleichungen fiir die Unbekannten ag, ... ,a,,. Es hat die Form

(Idy, 4 o(L))(ay, ... ,am)" = (1,0,...,0)"

wobei Id,, die Identitdtsmatrix vom Typ (m,m) und o(L) eine Matrix, die
schneller gegen 0 geht als L.

Auflosung liefert a; = 1+ o(L),ay = o(L), ... ,an = o(L) wobei o(L) fiir eine
Funktion steht, die schneller gegen 0 geht als L.

Wegen Hé = Id —1lg ist

M5(1,0,....0) = (O(L),o(L),... o(L), =2y oy, Onem

81’1 T

+ O(L))

und deshalb

afl o afnfm

II5(1,0,....0)=1l{0,....0,—= ...
51,0, 0 = (0. 0, 5 2

)H +o(L) =L+ o(L)

Aus Verdier’s Bedingung folgt, da§ das beschrénkt ist durch C'd (P, Q) fir eine
Konstante C' > 0. Da wir bereits wissen, daf§ L fiir ) — P gegen 0 konvergiert,
sehen wir, da8 L durch 2Cd.(P, Q) beschriankt ist, sobald () geniigend nahe
bei P liegt. Das beweist das Lemma. O

Jetzt wihlen wir eine reelle Funktion €3 : (0, 00) +— IR so daf:
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a) € ist monoton wachsend.

b) hmsﬂo 63(8) =0

c) Firalle Q@ € Bo(P,s) und j =1,... ,n—mist ’ 0f; (Q)’ < e3($).

OTm
Wir erinnern uns daran, da8 X™ ! auf dem Rand von genau zwei m-Straten
liegt. Wir definieren €, analog wie €3, nur diesmal fiir das andere m-Stratum.

Die Existenz solcher Funktionen folgt aus der zweiten Behauptung des Lem-
mas.

Sei s eine positive reelle Zahl, die wir gegen 0 gehen lassen. Setze

=

o c(s) :=max{s, €1(s), €(s), €3(5), €s(s) }2.
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o A= A(s) :=x1(s) € X!, A:=TlpA € graphgCc U CT

e B:=B(a) =v(a),B:=1p(B)eUCT

Dann ist € monoton wachsend und limg_ €(s) = 0. Wir sehen leicht, dafl o < s
fir s < 1.

Wir bemerken weiterhin, daff B in unserem Koordinatensystem durch den
Vektor (0,...,0,a) + 7(«) gegeben ist, 7(«) bezeichnet die Projektion von
r(a) auf T' (zur Erinnerung: v(o) = P+ ay’' + r(«)) . Es folgt, da8 ”F(a—a)u fiir
a — 0 gegen 0 konvergiert.

Da die Kurve x1(s) eine Geoditische auf X™ ! ist, steht z/(0) senkrecht auf
TpX™ ' Wegen x,(s) = P + s2/(0) + Sa%(0) + O(s?) folgt

2

A(s) = (s,0,... 0, %@gf(o), w)) + O(s%)

Dabei ist w = (0,...,0,1) € T der Vektor in Richtung X™.

Lemma 4.9. Fiir s gentigend klein liegt die Strecke zwischen A und B wvoll-
stindig in U.

Bemerkung: An dieser Stelle bendtigen wir, dafl o (asymptotisch) echt groBer
als s? ist. Andererseits werden wir spéater brauchen, da8 der Quotient % sehr
langsam gegen 0 konvergiert, um bestimmte iiberfliissige Terme zu beseitigen.
Aus diesem Grund mufite o auf solch eine komplizierte Weise definiert werden.
Man vergleiche auch mit dem Beweis des Haupttheorems iiber definierbare
Alexandrovriume, wo eine dhnliche Definition gemacht wurde.
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Beweis: Nimm an, daf§ es beliebig kleine s > 0 gibt, so dafl die Strecke nicht
vollstdndig in U liegt. Der Anstieg der Strecke in Richtung z,, ist von der
GroBenordnung ¢ = TSS) Wenn die Strecke nicht in U liegt, so muf} sie den

Graphen von ¢ in einem Punkt zwischen A und B schneiden. Dann ist nach
dem Satz von Rolle der Anstieg des Graphen von g gleich dem Anstieg der
Strecke.

Wir wissen aber, dafl g glatt ist und die Ableitungen bei 0 verschwinden. Des-
halb verhalten sich die Ableitungen von g wie O(s). Das ist der Widerspruch,
denn €(s) geht fir s — 0 gegen 0. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Wir bezeichnen mit L diese Strecke. Sie ist gegeben durch
Lit)=(1—-t)A+1tB

= (1= 1)8,0,...,0,ta + (1 — t)%2<x3'(0),w>) (@) +O(s%) 0<t<1

Sei L das Urbild von L unter II. Da L in U liegt, ist L wohldefiniert und liefert
eine Kurve in S zwischen A und B.

In unserem Koordinatensystem ist L gegeben durch
L(t) = (L(t), Ai(L), foL), -, fu-m(L))

Wir berechnen die Linge von L, um eine obere Schranke fiir d;(A, B) zu be-
kommen.

Zuerst gibt es die folgenden Abschéitzungen:
(] ’Bl — Al‘ = ’ — S +771(Oé)’ S O(S)
o [By — A = |7(a)] £ O(a) <O(s), k=2,....m~—1
o [By — Ap| = | = 5(@(0),w) + a + (@) + O(s*)| < O(a) < O(s)

Da die erste Komponente von B — A durch —s + 71 () gegeben ist, haben wir
|B — A]| > Cys mit einer Konstante Cy > 0.

1) = (L0, AL, AL 5 Fan( L)

Offensichtlich ist L'(t) = B — A. Wir berechnen die anderen Ableitungen. Es
reicht aus, die Berechnung fiir % f1(L) durchzufiihren:

o " Of, 0Ly
— £ (L) = SR
8tf1( ) ;axk ot
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Wir behaupten, daf das ein O(s?)-Term ist.
Firk=1,2,... —1habenw1r|8f1\<0()und|8L’“\<O()

Fiir £ = m und kleine s gilt |3 fl\ < e3(s) < €(s) und ]6 | < O(«). Das
Produkt ist < O(e(s)a) = O(s ) Damit ist die Behauptung gezeigt.

Es folgt

I @I < 1L @) + O(s")
=B - Al +0(s")
< (1+0(s)lIB — Al*
Fiir den letzten Schritt haben wir verwendet, daf} || B — A|| > Cys mit Cy > 0
gilt.

Daraus kénnen wir schlu$folgern, daf3

(A / IL/(0) e

(1+0(s))[B - 4]

Andererseits gilt trivialerweise

d;(A, B)

Wir haben also Gleichheit:
di(A, B) = (1+0(s*))| B — A

In unserem Koordinatensystem ist B — A gegeben durch

B _ 2

B—A=(=s+71(a), 72(a), ... . Fno1(@), @+ (@) = S (a2 (0),w)) + O(s")

Es folgt
1B —A|l* =5 —287”1(04)+0(( 1(@)?) + ..+ O((Fm(@))?) +
+a? + O(arp,(a)) — as® (! (O) w) + O(Fp(a)s?) + O(sh)
= 5% — 2571 (a) + o — as* (2} (0), w)
O((aer(@))?) + O(a’er(a)) + O(aei(@)s?) + O(s)
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Fiir s — 0 gilt:

a?er(a)?  ae(s)? - ae(s)?

a2 — 2 = &2 €(S>3 =0
2 2
a Oe;(Qa) < ae;(s) < aes(;s) —(5) >0
2D — @) =0
Of—; =e—0

Damit sieht man, dafl

|B — A|? = s* — 2571 () + a* — as*(z](0), w) + o(as?)

Aus einfachen Berechnungen und der Tatsache, dafl v eine Geodétische zwi-
schen P und B ist, sehen wir dafl

s >d;i(P,A) > d.(P,A) = s+ O(s%)

und

dZ(P, B) =«

Jetzt konnen wir das asymptotische Verhalten des Winkels Z(A, P, B) berech-
nen:

d(P,A)? +d(P, B)* — d(A, B)?

cos Z(A, P, B) = 2d(P, A)d(P, B)

s2+a? — (14 0(s%))(s* — 2s71(a) + o — as*(2](0), w) + o(as?)) + O(s*)

2a(s 4+ O(s?))
— fl((j‘> + 5@ (0), w) + ofs)

Bemerkung:

e Wir erinnern daran, daf8 Z(A, P, B) den Winkel bei P eines Vergleichs-
dreieckes A, P, B in IR?> = M¢ bezeichnet.
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Abbildung 4.3:
g

e Im Falle kK # 0 miissen wir das entsprechende Kosinusgesetz anwen-
den, aber die asymptotische Entwicklung ist die gleiche. Das liegt in
der Tatsache begriindet, dafl Riemannsche Mannigfaltigkeiten in kleinen
MafBstéaben aussehen wie Euklidische Réaume.

Wir machen die gleichen Berechnungen mit A = x;(s) ersetzt durch C' :=
x1(—s) und erhalten

—71(a)

cos Z(C, P, B) = + g@'{(o% w) + o(s)

Weiterhin liefern die gleichen Berechnungen mit B = 7 (ay) durch D := 75(an)
ersetzt:

cos Z(A, P, D) = Tia) + §< 1(0), wq) + o(s)
cos Z(C, P, D) = —r;(a) + §< 1(0),wy) + o(s)

Die Summe der Kosinus ist gegeben durch:

cos Z(A, P, B) + cos Z(C, P, B) 4 cos Z(A, P, D) 4 cos £(C, P, D)
= s(z{(0),w; + wy) +o(s) (4.1)

Diese Gleichung ist wichtig, da sie den Skalarkriimmungsterm von X™~! rein
metrisch, d.h. mit Hilfe von Geodétischen und Winkeln, ausdriickt. Sie wird
uns spater liefern, dafl die Skalarkriimmung invariant unter Isometrien ist.
Zunéchst setzen wir den Beweis des Haupttheorems iiber definierbare Raume
mit nach oben beschriankter Schnittkriimmung fort.
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Seien vy4,v = v1,7vc,Yp = Y2 die Geodatischen zwischen P und A, B,C, D.
Nach der CAT-Ungleichung gilt

4P(VA7VB) S A(Aa P7 B)

und analoge Ungleichungen fiir die anderen Winkel.

Aus der Dreiecksungleichung fiir Winkel, der CAT-Ungleichung und der Tat-
sache, dafl B, P, D auf der Geodétischen v liegen, folgt

™= Zp(vB,7p) < Lp(VB,74) + LP(v4,7D) < L(A, P, B) + Z(A, P, D)

Die Monotonie der Kosinusfunktion liefert uns

cos Z(A, P,B) + cos Z(A,P,D) <0

und entsprechend

cos Z(C, P,B) +cos Z(C, P,D) <0

Das hat zur Folge, daf3

s(z(0),wy + wa) + o(s) <0

und damit

(27(0), w1 + wa) <0

gilt. Die analoge Ungleichung mit x; durch z;, +=1,... ,m — 1 ersetzt gilt
natiirlich auch. Das zeigt

m—1

h(P) =2(tr 1, +trI1,,) =2 (2}(0),w; +wz) <0

=1

Das gleiche Argument funktioniert fiir fast jeden Punkt P € X™ ! nach Satz
2.14.

Da h definierbar ist, ist es stetig auflerhalb einer Menge positiver Kodimension.
Aus scal(S,U) = [;; h(z)dvol,,_1(x) und h < 0 auf einer dichten Menge folgt
scal(S, —)|xm-1 < 0, was zu beweisen war.
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4.2.3 Straten der Kodimension 1, in denen mehr als
zwei m-Straten eintreffen

Hat man eine m-dimensionale definierbare Menge mit nichtpositiver Schnitt-
kriitmmung gegeben, bei der auf jedem m — 1-Stratum mindestens zwei m-
Straten eintreffen, so kann man fiir die m — 2-Straten nichts mehr iiber das
Skalarkriimmungsmafl aussagen, d.h. dieses kann dort echt positiv werden. Fiir
die m — 1-Straten passiert das noch nicht, wie wir in diesem Abschnitt zeigen
werden.

Es reicht aus, folgendes Lemma zu beweisen:

Lemma 4.10. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhdngende, definierbare
Menge der Dimension m, die beziiglich der inneren Metrik ein Raum mit nach
oben durch k beschrinkter Kriimmung ist. Sei X™ 1 ein Stratum, in dem min-
destens zwei m-Straten eintreffen. Sei A € X" und P € X™ 1 ein zu A
néchstgelegener Punkt auf dem Stratum X™ . Dann lifit sich die Geodiiti-
sche v zwischen A und P in jedes andere m-Stratum X[ fortsetzen, d.h. es
gibt Geoditische Yo, ... , Yk, 50 daff vi,i =2, ...,k vollstindig in X™ liegt und
v fortsetzt.

Wir nehmen zunéchst an, daf§ das Lemma richtig ist. Wir wollen zeigen, daf3
scal(S, —)|xm-1 ein nichtpositives Maf ist. Nach Theorem 2.7 reicht es aus zu
zeigen, daf3

k
> il <0
=1

gilt. Dabei sind wy, . .. , wy, die Richtungen der m-Straten, die in X™~! eintref-
fen. Fiir zwei verschiedene Zahlen a,b € {1,...  k} ist

tr 11, +trll,, <0

Das sieht man genau wie im vorigen Abschnitt, der Beweis kann wortwortlich
iibertragen werden. Bei Lemma 4.7 benutzt man anstelle von Satz 2.14 das
obige Lemma.

Jetzt nimmt man die Summe iiber alle diese Paare und sieht, daf§ das Maf
scal(S, —)|xm-1 nichtpositiv ist. Es gilt also

Satz 4.11. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhdngende, definierbare Men-
ge der Dimension m, die beziiglich der inneren Metrik ein Raum mit nach oben
durch k beschrinkter Kriimmung ist. Sei X™™ ' ein Stratum, in dem minde-
stens zwei m-Straten eintreffen. Dann ist

scal(S, =) |xm-1 <0
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Beweis des Lemmas:
Seien X7, X", ..., X;™ die m-Straten, die in X™ ! eintreffen.

Behauptung 1: Fiir gentigend kleine r > 0 148t sich B.(P,r) N X U X7\ {P}
nicht innerhalb von B(P,2r) \ {P} kontrahieren.

Beweis von Behauptung 1: Aus Thom'’s Isotopielemma folgt, daf sich das Paar
(Be(P,r)\{P}, Bo(P,m)\{P}NX{" U X") fiir geniigend kleines r > 0 homotop
zum Paar (W) Y') verformen l&8t, wobei W eine Vereinigung von k Béllen der
Dimension n — 1 ist, die alle entlang ihrer Oberfliche S™~2 verklebt sind. Y ist
die Vereinigung von genau zwei solchen Béllen.

In der zelluldiren Homologie H,_1(W) stellt Y ein nichttriviales Element dar
(orientiert man die beiden Bélle so, dafi die Orientation auf dem Rand verschie-
den ist, so ist Y ein Zykel, es ist aber kein Rand, da W ein n — 1-dimensionaler
Raum ist und Y schon die héchste Dimension hat). Also ist Y nicht kontra-
hierbar, ebensowenig kann B.(P,r) N X" U XJ* \ { P} kontrahierbar sein.

Behauptung 2: Zu jedem geniigend kleinen r > 0 gibt es einen Punkt A(r) €
v N Bi(P,r) N X{" und einen Punkt B(r) € B;(P,r) N X{* U XJ* mit

d(B(r),A(r)) = d(B(r), P) + d(P, A(r))

Diese Gleichung bedeutet, dafi P auf der Geodéatischen zwischen A(r) und B(r)
liegt.

Beweis der Behauptung 2: Sei A(r) ein Punkt auf der Geodétischen ~ zwischen
A und P, der von P einen Abstand < r hat.

Wiahle zu jedem B € B(P,r)NX{" U X5\ { P} die Geodétische ya(),p zwischen
A(r) und B und setze

H(B> t) = VA(T),B(td(A(T)a B))? te [07 1]

Dann ist H stetig, denn in R&umen mit nach oben beschrinkter Kriimmung
héngen (geniigend kurze) Geodétische stetig von ihren Endpunkten ab (siehe
[Bri99]).

Gibt es keinen Punkt B € B.(P,r)N X" U X3\ { P}, fiir den die Geodétische
Ya(y,p durch P geht, so definiert H eine Kontraktion innerhalb von B, (P, 2r)
von B.(P,r) N X" U X\ {P} auf A(r), im Widerspruch zu Behauptung 1.
Damit ist Behauptung 2 bewiesen.

Behauptung 3: Fiir gentigend kleines r ist das so konstruierte B(r) in XJ* und
die Geodéitische v4(,p(r) liegt vollstidndig in X" U X3".
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Beweis der Behauptung 3: Anderenfalls liegt B(r) schon selbst in X]* oder
man findet auf der Geodétischen zwischen B(r) und P einen Punkt B'(r), der
auf X™ ! liegt und fiir den d(B'(r), A(r)) = d(B'(r), P) + d(P, A) gilt. Das ist
dann fiir beliebig kleine r > 0 richtig. Jetzt findet man genau wie bei Schritt
1 vom Beweis des Satzes 2.13 einen Widerspruch.

Die obige Argumentation funktioniert natiirlich fiir die anderen Straten
X3, ..., X} genauso. Damit ist das Lemma vollstdndig bewiesen. O

4.2.4 Die Dichte von CAT-Riumen

Obwohl wir dies im Beweis nicht benétigt haben, zeigen wir noch, dafi Rdume
mit nach oben beschrinkter Kriimmung eine wohldefinierte Dichte besitzen.
Genauer gesagt gilt folgender Satz:

Satz 4.12. Sei S ein m-dimensionaler metrischer Raum, der die Fortset-
zungsetgenschaft fiir Geoddatische besitzt und der nach oben durch k beschrinkte
Krimmung hat. Dann existiert der Grenzwert lim,_ volm Bi(Pr) ¢ IR

b ™

Beweis: Setze f(r) := 28 Sei /< r < D,.. Wir definieren eine Abbildung

b r™

HZBZ'(P,T)’—)BZ‘(P,T/)

durch

(2
r

H(A) = 1pa (r—'d(P, A))

Dann ist H surjektiv, da Geodétische der Linge < D, fortgesetzt werden
konnen. Aus der CAT-Ungleichung folgt, dal H eine Kontraktion mit Lip-
schitz-Faktor ’”7/( 1+ €(r)) ist mit einer Funktion € > 0, die fiir » — 0 ebenfalls
gegen 0 geht.

Es folgt

fr') < fr)(L+e(r)™

Da f nach unten durch 0 beschrankt ist, hat f(r) fiir » — 0 einen Grenzwert.
O
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Kapitel 5

Invarianz der Skalarkriimmung
unter Isometrien

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit wurden die Lipschitz-Killing-Kriim-
mungen urspriinglich iiber das Volumenwachstumspolynom definiert, d.h. un-
ter Zuhilfenahme einer Einbettung in einen Euklidischen Raum. Es war das
Verdienst von Weyl zu zeigen, daff man sie auch alleine aus dem metrischen
Tensor gewinnt, also auf invariante Weise (sieche [Weyl39]). Speziell haben zwei
isometrische Riemannsche Mannigfaltigkeiten die gleichen Lipschitz-Killing-
Kriimmungen.

Fiir definierbare Mengen wurde ein #dhnliches Resultat von Brocker-Kuppe
sowie Fu gezeigt: bei definierbaren Isometrien bleiben die Lipschitz-Killing-
Kriimmungen erhalten. Die Beweisidee ist es, den Satz auf das Resultat von
Weyl zuriickzufiihren, das geschieht mit Approximationsargumenten.

In diesem Kapitel wollen wir ein stérkeres Resultat fiir die Skalarkriimmung
herleiten: sie hangt auf keiner Weise von der Einbettung in einen Euklidischen
Raum ab, sondern ist eine rein metrische Gréfle. Es gilt folgendes Theorem:

Theorem 5.1. Seien S, S zwei abgeschlossene, zusammenhdngende, definier-
bare Mengen und f : S +— S eine Isometrie zwischen thnen. Dann induziert
[ einen Isomorphismus der Skalarkrimmungsmafe, d.h. fir alle Borelmengen

UcS gilt
scal(S,U) = scal(S, f~1(U))

Beweis:

Die Beweisidee ist in Formel 4.1 auf Seite 81 enthalten, dort wurde die Skalar-
kriimmung auf m — 1-Straten durch gewisse Winkelasymptotiken ausgedriickt.
Die Skalarkriimmung auf m-Straten ist invariant unter Isometrien (klassisch),
die Skalarkriimmung auf m — 2-Straten ebenfalls (lokale Eulercharakteristik
und Dichte sind invariant unter Isometrien). Weiterhin weiff man, dafi das
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Skalarkriimmungsmaf} nicht von der Stratifikation abhédngt. Diese Ideen sollen
jetzt im Beweis des Theorems konkretisiert werden.

Sei f: S+ S eine Isometrie zwischen zwei zusammenhéngenden, abgeschlos-
senen, definierbaren Mengen.

Schritt 1: Wir wihlen zu S und S zahme Verdierstratifikationen und berech-
nen jeweils die Skalarkriimmungsmafle. Wir konnen sie auffassen als stratifizier-
te Funktionen (7, A1, hin—2) (bzW (R, Bun—1, Am—2)) , Wobei hy, die Skalar-
krimmung ist und die beiden Terme h,,_; = 2 Zle trI1,, sowie
hp—o = 4w {% + (—l)m% —0(S, —)} in Theorem 2.7 angegeben werden.
Man stellt fest, dal h,,_; eine definierbare Funktion ist, dagegen muf} h,,
nicht definierbar sein. Durch Verfeinern der Stratifikationen kénnen wir dem-
nach zusitzlich annehmen, dafl h,,_; (bzw. fzm,l) auf jedem m — 1-Stratum

konstantes Vorzeichen hat und stetig ist. Fiir h,,_; schreiben wir im folgenden
einfach h.

Schritt 2: Behauptung: Ist P € X™ ! und h(P) # 0, dann ist P = f(P) ¢
X,

Beweis der Behauptung: Wir miissen die Annahme, daf§ f(P) im glatten Teil
liegt, zum Widerspruch fiihren.

Da die lokale Eulercharakteristik bei stetigen Abbildungen erhalten bleibt, tref-
fen auf X! genau zwei m-Straten. Genauer gilt x;ox(S, P) = (1—Fk)(—1)™*,
wobei k die Anzahl der m-Straten ist, die in X! eintreffen. Fiir P = f(P)
ist x10x(S, P) = (—=1)™. Daraus folgt k = 2.

Sei U := X™ 11 f~1(X™) N {h # 0}. Dann ist U eine offene Umgebung von
P, da f und h stetige Funktionen sind. Die beiden m-Straten, die in X™ !
eintreffen, seien X{* und X3*. Wéhle einen Punkt A € X7" in der Néhe von
P und eine kiirzeste Geoditische v; zum Stratum X™~!. Der FuBpunkt sei Q.
Nach der Dreiecksungleichung liegt ) in U sobald A nahe genug an P liegt.
Da f eine Isometrie ist, ist f o7, eine Geoditische zwischen A und Q. Da
Q im glatten Teil von S liegt, kann f o 7, iiber Q hinaus verlingert werden.
Dasselbe gilt dann auch in S, es gibt also eine Geodéatische v durch Q). Wir
parametrisieren sie wieder nach der Bogenldnge mit v(0) = Q. Mit v, bzw. 2
bezeichnen wir den positiven bzw. negativen Teil von . Nach Konstruktion
und den Sétzen 2.12 und 2.13 haben beide Geodéatische einen Tangentenvektor
in @ und diese stehen jeweils senkrecht auf X™ 1.

Die Exponentialabbildung exp : To X™ ! +— X™! liefert wieder Koordinaten
Z1, ... Tm_1 auf X™ 1 Setze

A:=11(5),B:=7(a1),C :=21(—5), D := ya(ay)

wobei a1, s Funktionen in Abhéngigkeit von s sind, die in Abschnitt 4.2 de-
finiert worden. Wir erinnern an folgende Gleichung (siehe Gleichung 4.1):
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cos Z(A,Q, B) 4+ cos L(C,Q, B) + cos Z(A, Q, D) + cos Z(C, Q, D)
= s(7](0), wy + wg) + o(s)

Dabei sind wy, ws die Tangentenvektoren von v, und v, in Q.

Da die Winkel der linken Seite auch in S berechnet werden kénnen, gilt

cos Z(A,Q, B) + cos Z(C,Q, B) + cos Z(A,Q, D) + cos £(C, Q, D)
= s(7(0), wy + wg) + o(s)

Die Abbildung expg}1 : S T@§ 1Bt die Abstinde von ) aus invariant.

Die Geodéitische v wird in eine Gerade durch 0 transformiert. Hat man im
Euklidischen Raum drei Punkte B’, Q)', D' mit Q" auf der Strecke zwischen B’
und D', so gilt fiir jeden Punkt A’ die Gleichheit

cos (A, Q',B) +cos L(A',Q', D) =0

Wir wenden diese Gleichung auf die Punkte

/L -1/ . -1/ . —1/7 . -1
Q"= expg (Q), B = eXp (B),D" := exp (D), A" := exp, (A)
an.

Es ist d(Q', B") = d(Q, B),d(Q', D’) = d(Q, D) da die Abstiinde von Q aus
invariant sind unter exp. Weiterhin ist d(A’, B') = d(A, B)(1 + O(s%)) sowie
d(A', D) = d(A, D)(1 + O(s%)). Um dies einzusehen benutzt man die asym-
ptotische Entwicklung fiir Jacobifelder, siehe z.B. [G-H-L87]. Also gilt

d(A/, Q/)Q + d(B/ Q/)Q d(A/, B/)Q

cos Z(A',Q',B) =

2d(A',Q)d(B', Q)
_ (A, QP +d(B,Q)* - d(A, By o) dAB?
2d(A, Q)d(B, Q) d(A,Q)d(B, Q)

= cos Z(A,Q, B) + o(s)

Der zweite Summand ist ein o(s)-Term, denn asymptotisch fiir s — 0 gilt
d(A,B) = d(A, B) <a+s§25

AAQ) = d(A.Q) >

2

d(Ba Q) =0 =—

€

d(B,Q)

89



Die analoge Rechnung funktioniert fiir den Winkel Z(A, Q, D) und wir erhalten

cos Z(A,Q,B) + cos Z(A,Q, D) = cos L(A',Q', B') + cos Z(A',Q', D') + o(s)

o(s)

Damit folgt

cos Z(A,Q, B) + cos Z(C,Q, B) + cos Z(A, Q, D) + cos Z(C,Q, D) = o(s)

Also gilt

<$/1,(O),1U1 + w2> =0

und entsprechend fiir xo, ... , x,,—1. Damit ist

m—1
hQ) =2 ) (a7(0), w1 +wz) =0
i=1
Das ist ein Widerspruch, denn wir hatten @ so gewéhlt, dal h(Q) # 0 gilt.

Die Annahme P € X™ muB also fallengelassen werden, damit ist Schritt 2
beendet.

Schritt 3: Wir wihlen jetzt einen Punkt P € X m=1"dessen Bildpunkt f(P)
nicht im m — 2-Skelett von S liegt und fiir den h(P) # 0 gilt. Dann ist h # 0
in einer Umgebung von P und nach Schritt 2 bildet f eine Umgebung von P

in X™ ! isometrisch auf eine Umgebung von P in X™-1 ab. Die Anzahl k der
m-Straten, die in X™~! bzw. X1 eintreffen, ist wieder gegeben durch

1T — (=)™ x0(S, P) = 1 — (=1)™  y104(S, P)

und somit fiir beide Mengen gleich.

Die m-Straten, die in X™ ! eintreffen, seien X", ... X", Sie sind die lokalen
Zusammenhangskomponenten von S\ X™ ! bei P und werden (lokal) auf die

Straten 5(\1"/‘, ..., X" abgebildet.

Wihle jetzt einen Punkt R € X7" nahe bei P, eine kiirzeste Geodétische
zwischen R und X™ ! mit FuBpunkt Q. Aus der Dreiecksungleichung folgt
wieder, dafl @ nahe bei P liegt und somit h(Q) # 0 nahe bei h(P) liegt. Die
Geodétische v zwischen ) und R sei nach der Bogenlinge parametrisiert mit
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7(0) = Q. Das von der Exponentialabbildung stammende Koordinatensystem

sei wieder mit @,...,2,,—1 bezeichnet. Dann bilden die Kurven foz;,j =
1,...,m — 1 paarweise orthogonale Kurven auf X™~1. Natiirlich bildet f die

Geodétische v auf eine Geoditische 7 = f o ab, die kiirzeste Verbindung
zwischen R und () ist.

Jetzt folgt aus den Formeln aus Kapitel 4, dal h(Q)) rein metrisch aus gewis-
sen Winkeln zwischen den Punkten P,v(«a),z;(s),z;j(—s),j =1,...,m —1
berechnet werden kann. Dabei mufl o jeweils geniigend klein gewéhlt werden,
aber trotzdem noch asymptotisch grofier als s? sein. Das kann fiir S und fiir
S simultan geschehen. Da f eine Isometrie ist und die Winkel sowohl in S als
auch in S berechnet werden kénnen, hat man fiir beide Mengen das gleiche
asymptotische Verhalten:

3 feos £(a,(5), Q.7 0) + o8 Z(a;(~5), 2,7 (a)}
— <Z_ z7(0), w1> + o(s)
<Z<f 02,)(0), w> +o(s)

J=1

N »

Es folgt

< ' x;'(0)7w1> = <Z(foxj)”(0),w1>

Das ist analog fiir die anderen Straten richtig und es folgt

LBt man @Q gegen P gehen, so strebt @ gegen P. Wegen der Stetigkeit von A

folgt h(P) = h(P).
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Ist P € X™ ! mit h(P) =0 und f(P) € )/(Efl, so ist h(P) = 0, denn sonst
kénnte man die obige Argumentation mit vertauschten Rollen von S und S
durchspielen.

Da fiir vol,,_i-fast jeden Punkt P € X™' der Punkt f(P) nicht im m — 2-
Skelett von S liegt (f ist eine Isometrie!), gilt fast iiberall die Gleichung h(P) =
h(P).

SchlieBlich folgt daraus die Gleichheit der Skalarkriimmungsmafie von S bzw.
S auf den m — 1-Straten:

scal(S, —)|xm-1 = scal(S, N
Schritt 4: Es gilt auch
scal(S, —)|xm-2> = scal(S, =
und
scal(S, —)|xm = scal( =)=

Letzteres ist die klassische Tatsache, dafl die Skalarkriimmung eine metrische
Invariante ist. Die erste Gleichung folgt aus der Formel fiir scal(S, —)|xm-2, in
der nur intrinsische Terme (m, X0k, ) stehen (siche Theorem 2.7). Dabei geht
man so vor wie in Schritt 2 und 3: zuerst zeigt man, dafl ein Punkt, fiir den
hm—o # 0 gilt, nicht in einem m — 1-Stratum liegt. Dann erhélt f|xm-2 fast
iiberall die Gréfe h,,_o und man ist fertig.

Damit ist der Beweis von Theorem 5.1 vollsténdig. O
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Kapitel 6

Konforme Variation der Metrik

Klassische Aussagen der Riemannschen Geometrie beschéftigen sich mit Va-
riationen der Skalarkriimmung. Diese sollen auf definierbare Mengen {ibertra-
gen werden. Wihrend Riemannsche Mannigfaltigkeiten nicht eingebettet zu
sein brauchen und es somit Sinn macht, auf der gleichen Mannigfaltigkeit ver-
schiedene Metriken zu betrachten, sind definierbare Mengen in Euklidische
Réume eingebettet und tragen somit eine kanonische Metrik. Um den Varia-
tionsformeln trotzdem Sinn zu geben, stellt sich die Theorie der Analytisch-
Geometrischen Kategorien als die geeigenete Verallgemeinerung von o-mini-
malen Systemen heraus. Auf den Zusammenhang zwischen diesen Theorien
wurde bereits in Abschnitt 1.1.5 hingewiesen.

Die Strategie ist die folgende: C-Mengen sind Teilmengen von Mannigfaltigkei-
ten, tragen aber noch keine natiirliche Metrik. Eine Metrik auf S € C(M) wird
definitionsgeméfl induziert durch eine Metrik auf der umgebenden Mannigfal-
tigkeit M. Da man letztere auf verschiedene Weisen mit einer Riemannschen
Metrik ausstatten kann, gilt das auch fiir S. Eine konforme Anderung der Me-
trik ist gegeben, wenn die Metrik auf M punktweise mit einer reellen Zahl
multipliziert wird und dieser Faktor eine glatte Funktion auf M bildet.

Bezeichnungen:

Sei S € C(M) eine kompakte C-Menge der Dimension m > 3 mit einer Metrik
g. Sei f eine reell analytische Funktion auf S (d.h. die Einschrédnkung einer
reell analytischen Funktion auf M), die wir auch als stratifizierte Funktion
auffassen. Wir bezeichnen mit S; die Menge S, versehen mit der Metrik g, :=
(1+tf)g. Da S kompakt ist, ist fiir geniigend kleine ¢ g; wieder eine Metrik
(gegebenfalls mufl die umgebende Mannigfaltigkeit M verkleinert werden). Mit
scaly(S) bezeichnen wir die reelle Zahl scal(Sy, S;). Der Term (scal, f) steht fiir
das (stratifizierte) Skalarprodukt der beiden (stratifizierten) Funktionen f und
scal.

Theorem 6.1. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

2 (scal, f)

—|4=0 scal; =

ot
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Bevor wir zum Beweis kommen, muf eine Variante des Satzes von Gauss be-
wiesen werden, die spéter benotigt wird.

6.1 Satz von Gauss

Bei den Variationsformeln, die wir erhalten werden, treten gewisse Randterme
auf, die im glatten Fall gegen innere Terme gekiirzt werden koénnen. Dazu be-
nutzt man den Satz von Gauss. Diesen Satz auch in Analytisch-Geometrischen
Kategorien verfiighar zu machen, ist das Ziel dieses Abschnittes. Die Beweis-
idee besteht aus zwei Teilen: zunéchst wird mit einem schénen Trick gezeigt,
dafl der Laplaceoperator einer glatten Funktion f integrierbar ist. Dann folgt
mit Approximationsargumenten der Satz aus dem entsprechenden Satz in der
klassischen Situation.

Satz 6.2. Gegeben sei eine kompakte Menge S € C(M), eine (reell analyti-
sche) Riemannsche Metrik g auf M sowie eine reell analytische Funktion f
auf M. Sei X™ ein hochstdimensionales Stratum von S. Dann gilt

Afdvol, = / w(f)dvol, 4

Xxm oxm

Dabei bezeichnet w den in Richtung X™ weisenden Einheitsnormalenvektor
von 0X™.

Beweis:
Schritt 1: Behauptung: Af ist auf X™ integrierbar.

Um die Behauptung zu beweisen, versehen wir M mit der Metrik ¢! := e?/g.
Diese Metrik ist reell analytisch und induziert eine Metrik auf S und damit
auf X™. Die Skalarkriimmung von X™ beziiglich ¢g' ist nach [Bes87] gegeben
durch

st = e (s +2(m — )AF — (m — 2)(m — 1)|df|?)

Nun muf s' integrierbar sein. Zur Begriindung zerlegen wir eine Umgebung
von S in (M, e?/ g) in endlich viele Stiicke und betten diese isometrisch in einen
Euklidischen Raum ein. Das ist moglich nach einem Theorem von Janet, siehe
[Jan26] sowie [Gro86]. Dann gehen die Teile von S iiber in definierbare Mengen,
fiir die die Skalarkriimmung jeweils integrierbar ist.

Aus den gleichen Griinden folgt, dal s integrierbar ist.

Wegen der Kompaktheit von S ist f beschrankt. Der Term |df| ist ebenfalls
beschrénkt und somit integrierbar. Also 1a8t sich A f als Summe von integrier-
baren Funktionen darstellen und ist selbst integrierbar. Das zeigt die Behaup-
tung.
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Schritt 2: Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dal X™ eine topolo-
gische Mannigfaltigkeit mit Rand ist (notfalls muB feiner stratifiziert werden).
Wir benutzen innere approximierende Funktionen im Sinne von [Ku99] und
erinnern zuerst an die Definition:

Definition 6.3. ([Ku99]) Sei S eine kompakte definierbare Menge, X™ ein
Stratum der hochsten Dimension, welches eine topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand ist. Gegeben sei eine stetige Funktion g : X™ +— [0,00). Setze
X == g Y([t,00)). Dann heifit g innere approximierende Funktion zu X™,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

a) OX™ = g=1(0).
b) g ist C? auf X™.
c) Es gibt ein § > 0, so daff X5 alle singuldren Punkte von g enthilt.

d) Sei (a) in X™\ X5 eine Folge mit a — x € X' C 0X™ sowie

erado@n) e R Dann gilt v L T, X"
| grad g(zy)||

e) Es gibt ein R > 0 und eine Schranke S, so daf fir alle t € [0, 9] gilt: fir
fast alle a € IR™ hat dist? |x, : X; — IR héchstens S kritische Punkte x
mit ||z —al < R.

In [Ku99] wird gezeigt, dafl fiir definierbare Mengen innere approximierende
Funktionen existieren.
Fiir t € (0,0) zerlegen wir das Integral von Af {iber X™ in zwei Teile:

/ Afdvolm:/ Afdvolm+/ Afdvol,,
m Xt

X\ X,

Aus Schritt 1 folgt, dafl der zweite Summand fiir ¢ — 0 gegen 0 geht.

X; ist dagegen eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand ¢~'(¢) und wir
konnen den klassischen Satz von Gauss (siehe z.B. [Lang95]) anwenden. Das
nach innen zeigende Normalenvektorfeld des Randes ist gegeben durch 294

ll grad gl
Es folgt also
grad g
Afdvol,, = ———~— orad f
X o1\l gradg|

Den Grenzwert der linken Seite kennen wir, den Grenzwert der rechten Seite
miissen wir noch ausrechnen.

Fiir z € X™ setzen wir v(z) := 2249 Dann kann v stetig fortgesetzt werden

" lleradg|”
auf X™UX™1 das besagt die vierte Bedingung an die innere approximierende

Funktion sowie die Eindeutigkeit des Limestangentialraumes an Straten der
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Kodimension 1 (Satz 2.8). Es ist dann fiir z € X™ ! v(z) = w(z), wobei w
der in Richtung X™ zeigende Einheitsnormalenvektor von X1 ist.

Wir setzen weiterhin h(x) := (v(x), grad f(x)) fiir x € X™ U X™ 1 und h =0
auf Xm=2,

d
/ <M, grad f> dvoly, 1 = 2/ hdly—1 (X, —)
o \lgradg] *

denn A,,_1(X}, —) ist gerade die Halfte des m — 1-Volumenmafies des Randes
von X; und dieser ist gegeben durch g~'(¢).

Es ist

Nach dem Zweiten Approximationssatz aus [Ku99] konvergiert A,,_1(X;, U)
fiir t — 0 gegen A,,_1(X,U), falls U offen und mit X™ vertriiglich ist. Dabei
heifit U mit X™ vertréglich, wenn fiir jedes Stratum X* auf dem Rand von X™
der Durchschnitt OU N X* héchstens die Dimension ¢ hat. Die offenen Mengen
h~1((a,b)) sind mit X™ vertriiglich aufler fiir endlich viele Werte von a bzw.
b. Das folgt aus dem Satz von Sard und der Tatsache, dafl A definierbar ist.

Mit einigen technischen Argumenten, die hier nicht ausgefiihrt werden sollen
(im wesentlichen schaut man sich die Definition der Lebesgueintegrale an und
benutzt die Beschranktheit von h), folgt leicht

) grad g )
lim ——~— orad f> dvol,,_1 = hm2/ hdA,, 1 (X, —
i et P2 J e

_ 2/ hdA,, 1 (X, —)
X

= / w(f)dvol, 4
Xm—1
Setzt man alles zusammen, so folgt

Afdvol,, = / w(f)dvol, 4

Xxm oxm

was zu beweisen war. O

6.2 Beweis der Variationsformel

Beweis:

Schritt 1 (Glatter Teil):

Auf kompakten glatten Mannigfaltigkeiten gibt es klassische Formeln fiir die
Variation der Skalarkriimmung unter konformen Anderungen der Metrik. Man
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benutzt oft andere Parametrisierungen als die obige, genauer gesagt setzt man
" b

g' :=m—2g mit einer glatten positiven Funktion ¢ auf S sowie g' = €*/ g mit

einer glatten Funktion f auf S. Dann gelten folgende Formeln (siehe [Bes87]):

e Das Volumenelement beziiglich der Metrik g' ist gegeben durch p, =
emt fhg-

e Die Skalarkriimmung beziiglich der Metrik ¢! ist gegeben durch

-1 Ay

m+2 S¢ m-

51:4
m—2¢m2

e Fiir den Levi-Civita Zusammenhang ist

VLYY = VY +df(X)Y +df(Y)X —g(X,Y)Df

Die Umrechnung der Darstellungen erfolgt durch ¢, := (1 +¢f )mTf2 und f; =
%log(l + tf). Wir schreiben fiir die zugehorige Skalarkriimmung (hier ist die
Skalarkriimmung im klassischen Sinne gemeint) bzw. das Volumenelement ein-
fach s; bzw. (dvol,,);. Das Volumenelement beziiglich ¢ ist wieder d vol.

Offenbar gilt

81% m—2
)

Jetzt konnen wir fiir ein gegebenes m-Stratum X" alles einsetzen und erhalten

0 0
a\t:oscal(sth ) = 8t|t 0/ s¢(dvoly,)s

. 3 1 A¢t 4 sz2
= a’tzo/xm {4m_2¢m+2 + s }% dvoly,

t

2@A¢t + ¢§s} dvol,,

0 m—1
= ol 0/ {4m—
— / {4L_1 (g\tol/)tﬁl/)o + ¢0Ag|t0¢t)

m [ m— t

+2¢0— ‘t 0¢t8} dVOl

(%) m—1 m— 2 m
= 4 A

:/ {(m— DAS + m_2fs}dvolm

An der mit (x) bezeichneten Stelle wurde ¢y = 1 und Ay = 0 eingesetzt.

2
fs}dvolm
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Schritt 2 (Straten der Kodimension 1):

Sei (,); das Skalarprodukt beziiglich der Metrik g!. Die in Richtung der
hochstdimensionalen Straten weisenden Einheitsvektoren beziiglich g bzw. gt
konnen leicht ineinander umgerechnet werden: w; = e ~Frw;. Ebenso gilt fiir
das Orthonormalsystem des Tangentialraumes von X™ ! in x: X =e X, j-

Bezeichnet man mit i(z) den zu integrierenden Term, der bei der Berechnung
von scal(S, X™™1) auftritt und mit h(z) den entsprechenden Term bei der
Berechnung von scal(S;, X™ 1), so gilt:

e 7 <@iji,Xj> + <Xj(e’ﬁ)wi,Xj>}

k
= ZZ (Vx wi + dfo(X;)w; + dfu(w:) X; — g(X;,w) D fo, X))

= e fh(z) — 277 "(m - 1)dfi(X;)

=1

Setzen wir das in den Ausdruck zur Berechnung der Skalarkriimmung ein, so
ergibt sich:

scal(Sy, X™ 1) = / ﬁ(x)(dvolm_l)ezfg
Xm—l

e DI h(z)dvol,,

k
o(m=2)f: h(z) — 2¢m= 2)ft Z }dvolm_1

Yih(z) — 27 sz V?) } dvol,,_1

3
L
—
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Jetzt kann man die Ableitung an der Stelle ¢ = 0 ausrechnen:

{m—_th— (m — 1)Zwi(f)}dvolm

a m—1\ __
E‘tzo SC&I(St,X )—/ 9 o

Xm—1

Schritt 3: Straten der Kodimension 2:

Der Term, iiber den integriert wird, um scal(S, —)|xm-2 zu berechnen, ist ge-
geben durch

() = % + (—1)mw —0(S,7)

Bei einer konformen Anderung der Metrik verindert er sich nicht. Nur die
Volumenform auf X™ 2 wird geéndert. Es gilt

scal(Sy, X™?) = / Em—2(95)(d VOlm—2)e2fg
Xm—2

= / e(m’Q)fhm,g(x)d vol,,_o
X7n72

= / ¢2hm_2($>d VOlm_g
Xxm—2

2
Wegen %\tzo = 122 f folgt

0 2
a’t:o scal(Sy, X %) = /Xm2 %‘t;oth(l')dVOImQ
m — 2

— 7/ fhm—o(z)dvol,, o
2 Jymoo
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Schritt 4:

Jetzt fassen wir die Terme aus den ersten drei Schritten zusammen und finden

m— 2
2

%‘t:o scal(St, S¢) = / {(m - DAf + fs} dvol,,

m

k

m — 2

+ 7/ fhm,2($)dV01m,2
2 Jymoa

m— 2

=5 (f,scal)

+(m—1) (/mAfdvolm—/Xm_lzk:wi(f)dvolm_1>

=1

An dieser Stelle sei daran erinnert, dafl (f,scal) das (stratifizierte) Skalar-
produkt der (stratifizierten) Funktionen scal und f beziiglich des (stratifizier-
ten) VolumenmafBes vol,,, vol,, 1, vol,,_s bezeichnet. In der obigen Formel ist
natiirlich iiber alle Straten X™, X™ ! sowie X™ 2 zu summieren. Fiir ein
Stratum X™ ! der Kodimension 1 sind die w; die in die hochstdimensionalen
Straten zeigenden Einheitsvektoren.

Der letzte Summand fillt nach dem Satz von Gauss (Satz 6.2) weg.

Damit ist der Beweis von Theorem 6.1 vollsténdig. O

Korollar 6.4. Fine Metrik g auf S ist genau dann kritischer Punkt von
scal(S) beziiglich allen Variationen mit zu g konformen Metriken gleichen Vo-
lumens, wenn

scal(Sy, —) = cvol(Sy, —)
mit einer Konstanten c € IR gilt.

Beweis: Die Bedingung an das Volumen besagt, dal nur solche Variationen
der Metrik zuléssig sind, bei denen das Volumen gleich bleibt. Es muf} also

0 d -
a\tzovol(Sgt) = &’t:‘)/m(l +tf)"dvol,, =m - fdvol,, =0

gelten.

Schritt 1: Angenommen, ¢ ist kritisch. Wir miissen zeigen, da8 scal(S,, —) =
cvol(Sy, —) gilt.
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Wiéhlt man fiir f Funktionen, deren Integral iiber X™ verschwindet und die
in einer Umgebung des m — 1-Skeletts identisch 0 sind, so sieht man, daf} die
Skalarkriimmung auf dem glatten Teil konstant sein muf.

Eine beliebige glatte Funktion auf X™ !, die in einer Umgebung des m — 2-
Skeletts verschwindet, kann zu einer glatten Funktion mit Integral 0 auf X™ er-
weitert werden. Der Ausdruck (scal, f) ist dann gegeben durch (scal,,_1, fr—1)-
Damit er fiir alle solchen Funktionen f verschwindet, muf scal,,_; identisch 0
sein.

Analog zeigt man, daf scal,, o identisch 0 ist.
Das beendet diese Richtung.

Schritt 2: Ist scal(S,, —) = cvol(S,, —), so folgt sofort scal,,_1,scal,,_» = 0.
Fiir eine glatte Funktion f ist dann (scal, f) = ¢ [ xm fdvol,. Da nur Varia-
tionen mit Integral 0 zugelassen waren, ist der letzte Ausdruck 0 und somit g
kritisch beziiglich scal.

Das beendet die andere Richtung und damit den Beweis von Korollar 6.4. O

In der glatten Situation (ab Dimension 3) sind die Metriken, die beziiglich kon-
formen Anderungen der Metrik mit gleichbleibendem Volumen kritisch unter
dem Funktional scal sind, genau die Metriken mit konstanter Skalarkriimmung.
Durch Analogie werden wir motiviert, konstante Skalarkriimmung wie folgt zu
definieren:

Definition 6.5. Sei dim S > 2. Eine Metrik g auf S hat konstante Skalar-
krimmung, wenn

scal(Sy, —) = cvol(Sy, —)

mit einer Konstanten c € IR gilt.

Fiir Dimensionen grofler oder gleich 3 besagt das obige Korollar dann wie im
glatten Fall, daf§ die kritischen Punkte des Funktionals scal bei konformen
Anderungen der Metrik unter gleichbleibendem Volumen genau die Metriken
mit konstanter Skalarkriimmung sind.

Der Fall dim S = 2 wurde im Theorem 6.1 und im Korollar 6.4 ausgeschlossen.
In der Tat ist in diesem Fall jede Metrik kritisch, denn scal ist dann nichts
anderes als 47y (S) und damit unabhéngig von der gew#hlten Metrik. Totzdem
macht die obige Definition auch fiir diese Dimension Sinn.

Wir wollen jetzt einige Beispiele von Mengen mit konstanter Skalarkriimmung
auffithren.

Beispiele:

e Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit hat genau dann konstante Skalar-
kriimmung im Sinne von Definition 6.5, wenn ihre Skalarkriimmung im
klassischen Sinne konstant ist.
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e Eine Halbsphére hat konstante Skalarkriimmung, da der Rand geodétisch
ist und somit keinen Term zu scal liefert.

e Klebt man Mannigfaltigkeiten konstanter Skalarkriimmung entlang von
Straten der Kodimension mindestens 3 zusammen, so erhédlt man Raume
mit konstanter Skalarkriimmung. Beispielsweise kann man zwei Euklidi-
sche Riaume IR? entlang des Ursprungs 0 zusammenkleben und erhilt
einen Raum konstanter Skalarkriimmung. Dieses Beispiel zeigt, daf§ die
lokale Topologie von Réumen konstanter Skalarkriimmung nicht beson-
ders einfach sein muf}. Die Bedingung, konstante Skalarkriimmung zu
haben ist eine Bedingung an die m,m — 1 und m — 2-Straten, fiir nieder-
dimensionale Straten wird keine Einschrinkung gemacht.
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Vermutungen und weitere
Fragestellungen

Die Haupttheoreme dieser Arbeit zeigen, dafl die eingefiihrte Definition der
Skalarkriimmung alle gewiinschten Eigenschaften hat: sie ist vertraglich mit der
Schnittkriimmung im metrischen Sinne, invariant unter Isometrien und verhélt
sich bei konformen Anderungen der Metrik wie die klassische Skalarkriimmung
von Riemannschen Mannigfaltigkeiten. In dieser Hinsicht ist die vorliegende
Arbeit relativ abgeschlossen. Trotzdem ergeben sich weitere Probleme und
Fragestellungen, von denen hier einige erwéhnt werden sollen:

Problem 1: Die Giiltigkeit der Querschnittsformel bei definierbaren Mengen
wurde fiir fast jeden Punkt bewiesen. Interessant wére es zu wissen, wann diese
Formel nicht nur fast iiberall, sondern fiir jeden Punkt gilt. Eine plausible
Vermutung scheint zu sein, dafl dies bei Verdier-stratifizierten definierbaren
Mengen der Fall ist.

Problem 2: Die Voraussetzung, dafl S eine definierbare Menge ist, wurde
nur selten wirklich benutzt. Es scheint dennoch nicht einfach zu sein, eine
groflere Klasse von stratifizierten Raumen zu spezifieren, fiir die sich die Ska-
larkriitmmung definieren 148t und die Haupttheoreme der Arbeit ihre Giiltigkeit
behalten. Bereits die Existenz von Volumen und Dichte fiihrt auf schwierige
Probleme, die bei definierbaren Mengen nicht auftreten.

Problem 3: Es stellt sich die Frage, welche topologischen Hindernisse es
fiir die Existenz einer Metrik mit positiver oder negativer Skalarkriimmung
gibt. Dieser Problemkreis ist bereits im klassischen Fall recht schwierig, eine
Ubertragung auf die singuldre Situation wire sehr wiinschenswert.

Problem 4: Beschrinkt man sich nicht auf konforme Anderungen der Metrik,
sondern 148t beliebige Variationen zu, so ergeben sich einige Schwierigkeiten.
Schon bei konformen Anderungen der Metrik muBte zunsichst eine Version des
Satzes von GauBl im o-minimalen Kontext bewiesen werden. Wahrend man im
Fall von Riemannschen Mannigfaltigkeiten gewisse Terme unter Zuhilfenahme
von klassischen Séatzen der Art des Satzes von Gaufl ausrechnen kann, ist das
bei definierbaren Mengen nicht ohne weiteres moglich. Trotzdem ist dieses
Problem sehr interessant, denn die Terme, die im klassischen Fall auftreten,
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héngen stark mit der Riccikriimmung zusammen. Eventuell ist es moglich, auf
diesem Wege auch Riccikriimmung fiir definierbare Mengen einzufiihren.

Problem 5: Wir haben gesehen, dafl die Skalarkriimmung eine innere Gréfie
ist, d.h. invariant unter Isometrien. Es wéire interessant, eine Definition der
Skalarkriimmung zu finden, die nur auf innere Terme zuriickgreift (z.B. auf
das Volumen kleiner Bélle). Allerdings scheint dieses Problem im Augenblick
auBer Reichweite zu sein. Ebenfalls unklar ist, wie sich die Skalarkriimmug
unter Bilipschitzabbildungen verhélt.
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