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Zusammenfassung

Das Thema dieser Arbeit befindet sich zwischen Reeller Algebraischer Geo-
metrie einerseits und Riemannscher Geometrie andererseits. Motiviert durch
Resultate über Riemannsche Varietäten wird ein skalares Krümmungsmaß für
Mengen eingeführt, die definierbar in o-minimalen Strukturen sind (z.B.: se-
mialgebraische oder subanalytische Mengen). Die Hauptresultate zeigen, daß
diese Definition die Eigenschaften erfüllt, die man von einer Skalarkrümmung
erwartet.

Hat die betrachtete definierbare Menge nach oben bzw. unten beschränkte
Schnittkrümmung im Sinne der synthetischen Differentialgeometrie, so ist auch
das Skalarkrümmungsmaß nach oben bzw. unten beschränkt. Weiterhin ist das
Skalarkrümmungmaß unabhängig von einer Einbettung in einen Euklidischen
Raum, hängt also nur von der inneren Metrik ab. Schließlich werden Variati-
onsformeln aus der glatten auf die singuläre Situation verallgemeinert.
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Einführung

”
Man kann eine Grenze nur erkennen,

wenn man sie zu überschreiten versucht.“

Heinrich Böll

Diese Arbeit beschäftigt sich mit Krümmungseigenschaften von singulären
Mengen. Motiviert durch Betrachtungen der Differentialgeometrie führen wir
das Skalarkrümmungsmaß von solchen Mengen ein und untersuchen es auf sei-
ne Eigenschaften. Es stellt sich heraus, daß für diese Verallgemeinerung der
Skalarkrümmung klassische Theoreme ihre Gültigkeit behalten.

Dieses Thema befindet sich zwischen Riemannscher und subanalytischer Geo-
metrie, was seinen Reiz ausmacht. Erst das Zusammenspiel beider Gebiete
ermöglicht es, die Haupttheoreme der Arbeit zu beweisen.

In der Riemannschen Geometrie ist die Krümmung ein zentrales Objekt. Wich-
tige Theoreme beschreiben den Einfluß der Existenz einer Metrik mit gegebe-
nen Krümmungseigenschaften auf die Topologie einer Mannigfaltigkeit. Bei-
spiele hierzu sind Myers Theorem, der Bettizahlensatz von Gromov oder der
Sphärensatz von Grove-Shiohama. Es stellt sich heraus, daß man zum Studi-
um dieser Eigenschaften nicht nur feste Mannigfaltigkeiten betrachten muß,
sondern Folgen von Mannigfaltigkeiten mit gegebenen Krümmungsschranken.
Die Grenzwerte solcher Folgen in der Gromov-Hausdorff-Topologie sind im all-
gemeinen keine Mannigfaltigkeiten mehr, sondern nur noch metrische Räume.

Die in dieser Arbeit betrachteten
”
definierbaren“ Mengen sind einerseits allge-

meiner als Riemannsche Mannigfaltigkeiten, da sie schwierige Singularitäten
aufweisen können, andererseits spezieller und besser handhabbar als beliebige
metrische Räume. Die Kategorie der definierbaren Mengen enthält semialge-
braische und subanalytische Mengen, aber es gibt viele weitere Beispiele.

Die Möglichkeit, auch auf solchen singulären Mengen Krümmungen zu definie-
ren, kristallisierte sich im Laufe dieses Jahrhunderts heraus. Mehrere Autoren
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untersuchten verschiedene Klassen von singulären Mengen und zugeordneten
Krümmungen. Wesentlich ist hier der Gebrauch der Integralgeometrie, die im
Gegensatz zum Differentialformenkalkül auch für große Klassen von singulären
Mengen brauchbare Ergebnisse liefert. Diese Entwicklung ist zu vergleichen mit
der Theorie der Distributionen, wo man mit Hilfe von Integralen den Defini-
tionsbereich von Differentialoperatoren erweitern kann.

Eine wichtige Klasse von Krümmungen sind Lipschiz-Killing-Krümmungen,
die im klassischen Fall von H. Weyl eingeführt wurden. Die Übertragung auf
definierbare Mengen kann über Integralgeometrie oder über geometrische Maß-
theorie geschehen und wurde von Bröcker-Kuppe bzw. Fu erfolgreich durch-
geführt.

Das Leitmotiv dieser Arbeit bildet die Beobachtung, daß eine der Lipschitz-
Killing-Krümmungen als Skalarkrümmung interpretiert werden kann. Im klas-
sischen Fall, d.h. für glatte Mannigfaltigkeiten, war dies schon lange bekannt.
Diese Interpretation macht jedoch nur dann auch im singulären Fall Sinn,
wenn man Sätze über die Skalarkrümmung von Mannigfaltigkeiten auf sin-
guläre Mengen übertragen kann. Genau das wird in dieser Arbeit getan.

Welche klassischen Sätze kommen für die Übertragung in Frage? Zunächst
stellt man fest, daß es nicht sehr viele Aussagen über die Skalarkrümmung
gibt. Dieses Konzept ist (im Gegensatz zur Schnittkrümmung) zu schwach,
um interessante Aussagen zur Geometrie und Topologie zu liefern. Dennoch
gibt es solche Sätze, z.B. übertragen sich obere oder untere Schranken für die
Schnitt- bzw. Ricci-Krümmung auf die Skalarkrümmung, es gibt die Lösung
des Yamabe-Problems von Aubin und Schön sowie diverse Variationsformeln
für das über die Skalarkrümmung definierte Hilbertfunktional. Existenzfragen
im Zusammenhang mit der Skalarkrümmung von glatten Mannigfaltigkeiten
führen auf wichtige offene Probleme, Stichwort ist hier die Gromov-Lawson-
Vermutung.

Wir wollen jetzt andeuten, welche der erwähnten Aussagen Übertragungen auf
die singuläre Situation haben.

Für den Fall von Mannigfaltigkeiten folgt offensichtlich aus einer oberen oder
unteren Schranke für die Schnittkrümmung eine solche für die Skalarkrümmung.
Im singulären Fall kennt man jedoch keine vernünftige Definition von Schnitt-
krümmung, so daß eine Übertragung dieser Aussage zunächst sinnlos erscheint.
Die Idee liegt nun darin, daß man nicht genau wissen muß, was die Schnitt-
krümmung ist, um zu definieren, daß sie positiv oder negativ ist. Es gibt zwei
Theorien, die diese Bedingungen an die Schnittkrümmung in rein metrischen
Termen ausdrücken, welche auch noch für beliebige metrische Räume Sinn
machen. Damit gewinnt die Aussage:

”
Ein metrischer Raum hat positive bzw.

negative Krümmung“ eine konkrete Bedeutung, die im Falle von Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten äquivalent zu der differentialgeometrischen Aussage
ist. Die singulären Mengen, die wir in dieser Arbeit betrachten, tragen eine
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Metrik und man kann deshalb davon sprechen, daß sie positive oder negative
Schnittkrümmung besitzen.

Welche Schlußfolgerungen für die Skalarkrümmung kann man daraus ziehen?
Die Skalarkrümmung ist keine Funktion wie im klassischen Fall, sondern ein
signiertes Maß. Während man in der klassischen Situation aus einer Beschrän-
kung für die Schnittkrümmung eine (punktweise) Beschränkung für die Skalar-
krümmung gewinnt, erhält man im singulären Fall eine Beschränkung des Ska-
larkrümmungsmaßes. Diese Verallgemeinerung der klassischen Sätze ist der
Hauptteil dieser Arbeit.

Wir skizzieren die benutzten Beweismethoden. Mit einer relativ geradlinigen
Rechnung kann man das Skalarkrümmungsmaß unter Zuhilfenahme von geo-
metrischen Größen ausdrücken. Diese Größen müssen dann unter der Vor-
aussetzung von oberen bzw. unteren Schnittkrümmungsschranken abgeschätzt
werden. Dazu benötigt man eine gute Kontrolle des inneren Abstandes bei
singulären Metriken. Diese Kontrolle gewinnt man, sobald die betrachteten
Mengen gewisse gute Stratifikationen haben. Die Kombination von Techniken
der metrischen Differentialgeometrie mit Resultaten über diese Stratifikationen
liefert dann die gewünschten Resultate.

Es wäre schön, analog zu der metrischen Definition von positiver bzw. negativer
Schnittkrümmung definieren zu können, wann ein metrischer Raum positive
bzw. negative Ricci-Krümmung besitzt. Das scheint ein schwieriges Problem
zu sein, Ansätze dazu findet man in den Arbeiten von Cheeger und Colding.
Hat man eine solche metrische Definition, so sollte für die Skalarkrümmung
von singulären Mengen wieder die analoge Aussage wie im glatten Fall gel-
ten, d.h. positive bzw. negative Ricci-Krümmung zieht positive bzw. negative
Skalarkrümmung nach sich.

Wir kommen zu den Variationsformeln für die Skalarkrümmung. Hier besteht
zunächst ein konzeptionelles Problem darin, daß man auf einer singulären Men-
ge eine Klasse von Metriken betrachten möchte. Durch die Einbettung in einen
Euklidischen Raum ist schon eine feste Metrik vorgegeben, wie kommt man also
zu Variationen derselben? Hier hilft die Theorie der Analytisch-Geometrischen
Kategorien weiter, mit deren Hilfe man eine gegebene Menge mit verschiede-
nen Metriken ausstatten und entsprechend verschiedene Skalarkrümmungen
ausrechnen kann.

Eine natürliche Frage ist beispielsweise folgende: Kann man eine gegebene
Metrik stets konform ändern, so daß die Skalarkrümmung konstant wird? Im
klassischen Fall ist das das so genannte Yamabe-Problem, welches von Au-
bin und Schön im wesentlichen gelöst wurde. Leider ist eine Übertragung auf
die singuläre Situation nicht möglich, wie man an einfachen Gegenbeispielen
erkennen kann.

In der Riemannschen Geometrie untersucht man weiterhin das Hilbertfunk-
tional, welches als Integral über die Skalarkrümmung einer Mannigfaltigkeit
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definiert ist. Dieses Funktional spielt eine wesentliche Rolle in der Allgemeinen
Relativitätstheorie und führt zum Begriff der Einsteinmannigfaltigkeit. Wir
untersuchen in dieser Arbeit Variationsformeln für das Hilbertfunktional un-
ter konformen Änderungen der Metrik und zeigen, daß klassische Formeln ihre
Gültigkeit behalten. Motiviert durch diese Ergebnisse können wir singuläre
Mengen mit konstanter Skalarkrümmung definieren. Wir werden einige Bei-
spiele für solche Mengen angeben.

Der allgemeine Fall, d.h. nicht notwendig konforme Änderungen der Metrik,
soll in einer späteren Arbeit aufgegriffen werden. Die Schwierigkeiten, die dabei
auftreten, lassen sich schon bei den Variationsformeln für konforme Änderun-
gen der Metrik erahnen: gewisse Terme können unter Ausnutzung von klas-
sischen Sätzen (Satz von Gauss, Satz von Stokes) gekürzt werden, aber die
Gültigkeit dieser Sätze ist in der singulären Situation im allgemeinen nicht
gewährleistet.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: im ersten Kapitel wird die Skalarkrümmung
definiert und auf geometrische Größen zurückgeführt. Zentrale Begriffe wie
Analytisch-Geometrische Kategorie, Lipschitz-Killing-Krümmung oder zahme
Stratifikation werden eingeführt. Im zweiten Kapitel werden einige Sätze be-
reitgestellt, die von unabhängigem Interesse sind und in späteren Beweisen be-
nutzt werden. Diese Sätze beziehen sich vor allem auf die Dichte von singulären
Mengen sowie auf die Geometrie von Geodätischen. In den Kapiteln 3 und 4
werden die oben erläuterten Theoreme zum Zusammenhang zwischen Schnitt-
krümmung und Skalarkrümmung bewiesen. Diese beiden Theoreme bilden das
Hauptergebnis dieser Arbeit. Die Beweise erfordern eine gute Kenntnis sowohl
der metrischen Differentialgeometrie als auch der Theorie o-minimaler Struk-
turen. Nur das Zusammenspiel dieser Theorien ermöglicht die Beweisführung.
Im 5. Kapitel wird gezeigt, daß die Skalarkrümmung eine innere Größe ist,
d.h. nur von der Isometrieklasse, nicht aber von der Einbettung abhängt. Im
6. und letzten Kapitel untersuchen wir den Einfluß von konformen Variatio-
nen der Metrik auf die Skalarkrümmung. Es werden Beispiele für singuläre
Mengen konstanter Skalarkrümmung angegeben. Abschließend gehen wir auf
offene Probleme und weitere Fragestellungen ein, die sich ganz natürlich aus
den Ergebnissen dieser Arbeit ergeben.
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Notationen

Das Volumen des i-dimensionalen Einheitsballes wird mit bi bezeichnet. Wir
benötigen die Rekursionsformel bi+2 = 2π

i+2
bi. Das Volumen der i-dimensionalen

Einheitssphäre ist gegeben durch si = (i + 1)bi+1.

Die eindeutig bestimmte, einfach zusammenhängende, vollständige Riemann-
sche
Raumform der Dimension m mit konstanter Krümmung κ und Dimension
m ≥ 2 wird mit Hm

κ bezeichnet. Für κ = 0 ist das der Euklidische Raum,
für κ > 0 eine m-Sphäre mit geeignetem Radius und für κ < 0 ein geeigneter
hyperbolischer Raum.

Wir schreiben O(s) für einen Term, für den O(s)
s

bei s → 0 beschränkt bleibt.
Wenn dieser Ausdruck sogar gegen 0 konvergiert, so schreiben wir o(s). Für
Funktionen, die von s abhängen, bedeutet die Schreibweise f ≤ g+o(s), daß es
einen Term c(s) gibt, der sich wie o(s) verhält und für den f ≤ g+ c gilt. Wir

sagen weiterhin, daß f asymptotisch kleiner gleich g ist, wenn lim sups→0
f(s)
g(s)

≤
1 gilt.

Für eine polynomiale Funktion in r bezeichnen wir den Koeffizienten vor rm

mit coeffm (f).

Das Zeichen ⊥ bedeutet orthogonales Komplement eines linearen Raumes. Oft
haben wir es mit gepunkteten affinen Räumen (T, P ) zu tun, in diesem Fall be-
zeichnet T⊥ den affinen Raum, der orthogonal zu T ist und durch P geht. Zum
Beispiel ist (TPM)⊥ der affine Raum, der senkrecht auf dem Tangentialraum
der eingebetteten Mannigfaltigkeit M steht und durch P geht.

Der Begriff
”
Geodätische“ steht im allgemeinen für

”
global kürzeste Verbin-

dung zwischen zwei Punkten“. Anderenfalls sprechen wir von
”
lokalen Geodäti-

schen“.
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Kapitel 1

Skalarkrümmung definierbarer
Mengen

Dieses Kapitel bildet die Grundlage für die weitere Arbeit. In ihm werden viele
der benötigten Begriffe eingeführt und bereits einige wichtige Sätze bewiesen.
Eine der Lipschitz-Killing-Krümmungen wird als Skalarkrümmung interpre-
tiert. Die Richtigkeit dieser Definition wird in späteren Kapiteln untermauert.
Die schwer zu durchschauende Definition der Skalarkrümmung, die stratifi-
zierte Morsetheorie verwendet, wird durch die Ergebnisse von Abschnitt 1.4
beleuchtet, wo Formeln angegeben werden, die nur geometrische Größen ver-
wenden. Das kann später dazu benutzt werden, in anderen Situationen die Ska-
larkrümmung durch eben diese Formeln zu definieren und macht auch dann
noch Sinn, wenn gar keine Lipschitz-Killing-Krümmungen mehr gegeben sind.

1.1 O-minimale Systeme

Definition 1.1. Ein O-minimales System ist eine Folge σ = (σn)n=1,2,3,... so
daß

a) σn ist eine Boolesche Algebra des IRn und IRn ∈ σn.

b) Für 1 ≤ i < j ≤ n ist die Menge {xi = xj} ∈ IRn enthalten in σn.

c) Ist X ∈ σn, dann ist X × IR ∈ σn+1 und IR×X ∈ σn+1.

d) Ist X ∈ σn+1, dann ist π(X) ∈ σn wobei π : IRn+1 7→ IRn die Projektion
auf die ersten n Koordinaten bezeichnet.

e) Die Graphen von Addition und Multiplikation gehören zu σ3. (Äquivalent
dazu: Die n-dimensionalen algebraischen Mengen sind Elemente in σn).
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f) σ1 besteht genau aus den endlichen Vereinigungen von Punkten und In-
tervallen.

Beispiele:

• Das kleinste Beispiel eines O-minimalen Systems bildet die Menge der
semialgebraischen Mengen (siehe [B-C-R87]). Die Überprüfung der Be-
dingungen geschieht mit Hilfe des Prinzips von Tarski-Seidenberg.

• Global subanalytische Mengen bilden ein weiteres O-minimales System
(IRan). Sie sind definiert als Teilmengen X ∈ IRn, die in P n(IR) subanaly-
tisch sind. Damit werden Funktionen wie sin(x) ausgeschlossen, die zwar
subanalytisch sind, aber in keiner o-minimalen Struktur liegen können.

• Über IRexp definierte Mengen liefern ein O-minimales System ([Wil96]).
Diese Mengen sind definiert über Formeln, in denen die Zeichen +, ·, <
, exp sowie die reellen Zahlen und logische Verknüpfungen vorkommen
können. Beispielsweise ist der Graph der Exponentialfunktion in dieser
Struktur definierbar.

Die grundlegenden Eigenschaften von O-minimalen Systemen kann man in
[Dri98] nachlesen. Eine gute Einführung stellt [Cos00b] dar.

Für den weiteren Verlauf spielt es keine Rolle, welches konkrete O-minimale
System wir ausgewählt haben. Deswegen sprechen wir einfach von definierba-
ren Mengen und meinen damit definierbar in irgendeinem O-minimalen Sys-
tem.

1.2 Geometrische Kategorien

So wie man in der Riemannschen Geometrie Mannigfaltigkeiten betrachtet,
die nicht in einen Euklidischen Raum eingebettet zu sein brauchen, sondern
abstrakt definiert sind, kann man auch abstrakt stratifizierte Räume unter-
suchen. In dieser Allgemeinheit läßt sich jedoch wenig sagen über die innere
Geometrie, beispielsweise kann das Volumen unendlich werden, der innere Ab-
stand ist nicht wohldefiniert und die Dichte braucht nicht zu existieren. Aus
diesen Gründen arbeiten wir in einem einfacheren Rahmen, der Theorie der
Geometrischen Kategorien. Sie erlaubt es, die Theorie von einer Einbettung
in einen Euklidischen Raum zu befreien und gleichzeitig alle gewünschten Ei-
genschaften zu erhalten. Deswegen stellt sie einen natürlichen Rahmen für un-
sere Untersuchungen dar. Wichtig ist in diesem Zusammenhang zu bemerken,
daß die betrachteten Mengen (sogenannte C-Mengen) und Mannigfaltigkeiten
im Gegensatz zu definierbaren Mengen noch keine natürliche Metrik tragen,
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sondern diese erst durch Angabe einer Riemannschen Metrik auf der umge-
benden Mannigfaltigkeit definiert sind. Das eröffnet interessante neue Frage-
stellungen, beispielsweise ob eine gegebene C-Menge eine Metrik mit positiver
Skalarkrümmung trägt.

Zunächst werden wir in diesem Abschnitt Geometrische Kategorien definieren
und einige Beispiele geben. Anschließend beschreiben wir den für uns wichtigen
Zusammenhang mit o-minimalen Strukturen. Dabei halten wir uns an die Dar-
stellung aus [D-M96], weisen aber auch auf [Sch00] hin, wo die Beziehungen
zwischen χ-Systemen, o-minimalen Systemen und Analytisch-Geometrischen
Kategorien klar herausgearbeitet werden.

Danach definieren wir die innere Metrik von C-Mengen. Die Haupttheoreme
des ersten Teils dieser Arbeit werden wir zunächst für o-minimale Mengen
formulieren und danach auf Geometrische Kategorien übertragen, wobei der
zweite Schritt im Gegensatz zum ersten recht einfach ist.

Definition 1.2. Eine Analytisch-Geometrische Kategorie ist eine Menge C
bestehend aus Paaren (M,S) mit folgenden Eigenschaften:

a) M ist eine (reell analytische) Mannigfaltigkeit und S eine Teilmenge von
M .

b) Für ein festes M ist die Menge der S ⊆M mit (M,S) ∈ C eine Boolesche
Algebra, die M enthält. Wir bezeichnen sie auch mit C(M).

c) Aus (M,S) ∈ C folgt (M × IR, S × IR) ∈ C

d) Ist f : M 7→ N eine eigentliche analytische Abbildung und (M,S) ∈ C,
dann ist (N, f(S)) ∈ C.

e) Ist S eine Teilmenge von M , (Ui) eine offene Überdeckung von M , dann
ist (M,S) ∈ C genau dann, wenn (Ui, S ∩ Ui) ∈ C für jedes i.

f) Die beschränkten Mengen in C(IR) sind genau die endlichen Vereinigun-
gen von beschränkten Intervallen und Punkten.

Beispiel: Die kleinste analytisch-geometrische Kategorie besteht aus den sub-
analytischen Teilmengen von Mannigfaltigkeiten. Weitere Beispiele werden sich
aus dem nachfolgenden Theorem ergeben.

1.2.1 Korrespondenz zwischen Analytisch-Geometrischen
Kategorien und o-minimalen Strukturen

Ist eine Analytisch-Geometrische Kategorie C gegeben, so definiert man eine
o-minimale Struktur σ := σ(C) durch

σn := {X ⊆ IRn : X ∈ C(P n(IR))}
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Dabei faßt man IRn als offene Teilmenge von P n(IR) auf, indem man
(y1, . . . , yn) ∈ IRn mit (1 : y1 : · · · : yn) ∈ P n(IR) identifiziert.

Speziell liegen alle beschränkten Mengen aus C(IRn) in σn.

Umgekehrt sei nun eine o-minimale Struktur σ über IRan gegeben, d.h. eine
o-minimale Struktur, die die global subanalytischen Mengen enthält.

Dann definiert man eine Analytisch-Geometrische Kategorie C := C(σ), und
zwar ist S ∈ C(Mn) genau dann, wenn es zu jedem Punkt x ∈ M eine of-
fene Umgebung U von x in M gibt, eine offene Menge V ∈ IRn sowie einen
analytischen Isomorphismus h : U 7→ V , so daß h(U ∩ S) ∈ σn gilt.

Theorem 1.3. (van den Dries, Miller)

a) Die beiden Operationen sind wohldefiniert, d.h. für eine Analytisch-Geo-
metrische Kategorie C ist σ(C) eine o-minimale Struktur über IRan und
für eine o-minimale Struktur σ über IRan ist C(σ) eine Analytisch-Geo-
metrische Kategorie.

b) Die beiden Operationen sind invers zueinander.

Den Beweis dieses Theorems sowie viele interessante Sätze und Eigenschaften
von Analytisch-Geometrischen Kategorien kann man in [D-M96] nachlesen.

1.3 Zahme Stratifikationen und Definition der

Skalarkrümmung

Jetzt wollen wir zahme Stratifikationen und Verdier-Stratifikationen definie-
ren. Zahme Stratifikationen brauchen wir, um die Lipschitz-Killing-Maße über-
haupt zu definieren. Verdier-Stratifikationen werden beim Beweis des Haupt-
theorems über Räume mit nach oben beschränkter Krümmung eine wesentli-
che Rolle spielen. Was Stratifikationen sind und was man damit machen kann,
kann beispielsweise in [G-M88], [Ku99] oder [TaLe98] nachgelesen werden. Dort
werden auch Whitney-Stratifikationen definiert, wir gehen deshalb hier nicht
weiter auf sie ein, obwohl wir sie oft benutzt werden.

Definition 1.4. Sei S = ∪X i ⊂ IRn eine definierbare Stratifikation der kom-
pakten definierbaren Menge S. Dann nennen wir sie eine Verdier-Stratifika-
tion, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt ist: Für jedes Paar von Straten
X i, Xj mit X i ⊂ Xj \ Xj und jeden Punkt P ∈ X i gibt es eine Konstante
C > 0 und eine Umgebung U von P in IRn, so daß

δ(TyX
i, TxX

j) ≤ C‖x− y‖, x ∈ Xj ∩ U, y ∈ X i ∩ U
gilt. Dabei ist δ der Abstand von Vektorräumen, definiert durch

δ(T, T ′) = sup
v∈T,‖v‖=1

d(v, T ′)
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Das Hauptresultat von [TaLe98] besagt, daß jede definierbare Menge eine
Verdier-Stratifikation besitzt. Wir können deshalb im folgenden mit Verdier-
stratifizierten Mengen arbeiten, was zusätzliche Informationen über die Tan-
gentialräume liefert.

In [Ku99] wird bewiesen, daß definierbare Mengen sogenannte zahme Whitney-
Stratifikationen besitzen. Diese spielen in der Integralgeometrie eine große Rol-
le, denn sie machen einen Zugang via stratifizierter Morsetheorie möglich.

Definition 1.5. Wir nennen eine Whitney-Stratifikation X = ∪X i ⊂ IRn

einer kompakten definierbaren Menge zahm, wenn es eine Whitney-Stratifika-
tion ∪Nµ des Einheitsnormalenraumes NoreX ⊂ IRn × Sn−1 ⊂ IR2n gibt, die
die folgenden beiden Bedingungen erfüllt:

a) {Nµ} ist mit den Mengen Nore TXiXj, X i ⊂ Xj kompatibel.

b) Die Projektion π : NoreX 7→ X, (x, ve) 7→ x ist stratenweise submersiv.

Diese Definition stammt aus [Ku99]. Dort werden allgemeinere, nicht notwen-
digerweise definierbare Mengen betrachtet, die ebenfalls zahme Stratifikatio-
nen besitzen. Man kann auf diesen Mengen vernünftig Integralgeometrie be-
treiben und Volumenwachstumsformeln sowie kinematische Formeln beweisen.
Der springende Punkt ist die Tatsache, daß man bei zahmen Stratifikationen
stratifizierte Morsetheorie anwenden kann (d.h. es gibt genügend viele Morse-
funktionen) und auf diese Weise die Lipschitz-Killing-Krümmungen definieren
kann. Diese hängen dann nicht von der gewählten Stratifikation ab.

Wir skizzieren die Definition der Lipschitz-Killing-Krümmungen und verwei-
sen auf [Ku99] für viele weitere Eigenschaften und Sätze. Übrigens gibt es
einen anderen Zugang zu Lipschitz-Killing-Krümmungen, der von Fu ([Fu94])
gefunden wurde. Er benutzt normale Zyklen und Geometrische Maßtheorie.

Zuerst definieren wir einen Index β:

Definition 1.6. Sei X ⊂ IRn eine kompakte definierbare Menge mit zahmer
Stratifikation X = ∪X i. Sei (x, v) ∈ NorX. Wir setzen

β(x, v) := 1 − χ(Oδ,θ(x, v) ∩X), 0 < δ � θ � 1

wobei

Oδ,θ(x, v) :=

{
x+ w

∣∣∣∣∠(v, w) ≤ π

2
− θ,

〈
w,

v

‖ v ‖

〉
= δ tan θ

}

Der Index β̂(x, v) wird analog definiert, nur daß jetzt statt Oδ,θ(x, v) die Menge

Ôδ,θ(x, v) :=

{
x + w

∣∣∣∣∠(v, w) ≤ π

2
− θ, ‖ w ‖= δ

cos θ

}

verwendet wird.
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Bemerkung:

• In [Ku99] wird mit dem Index β gerechnet, um die Lipschitz-Killing-
Krümmungen zu definieren. Berechnungen mit β̂ sind manchmal ein-
facher und bei zahmen Stratifikationen stimmen beide Indizes fast überall
überein, so daß wir hier eher mit letzterem Index rechnen.

• Die Motivation, den Index so zu definieren, kommt von der stratifizierten
Morsetheorie. Wir können β interpretieren als normalen Morseindex der
Höhenfunktion in Richtung −v (siehe [Ku99]).

• Die Abbildung E : NorX 7→ IRn, (x, v) 7→ x + v kann benutzt wer-
den, um eine Volumenform dVolNorX := E∗dVolIRn auf NorX durch
Zurückziehen zu definieren. Wir bezeichnen mit Tubr(X,B) die Menge
der Normalenvektoren mit Fußpunkt in der Borelmenge B ⊆ X und
Länge kleiner oder gleich r.

Definition und Satz 1.7. Unter den gleichen Voraussetzungen wie oben ist

Volβ Tubr(X,B) :=

∫

Tubr(X,B)

β(x, v)dVolNorX(x, v)

wohldefiniert und liefert ein Polynom in r:

Volβ Tubr(X,B) =:

n∑

k=0

bkΛn−k(X,B)rk

Die signierten Maße Λi(X,−) heißen Lipschitz-Killing-Krümmungen von
X und sind unabhängig von der gewählten Stratifikation.

Wenn die Dimension von X genau m beträgt, so verschwindet Λk(X,−) iden-
tisch für k > m, Λm(X,−) ist das m-dimensionale Volumenmaß, Λ0(X,−)
das Analogon der Chern-Gauß-Bonnet-Form. Wir beschäftigen uns nur mit
Λm−2(X,−), welches die Rolle einer Skalarkrümmung spielt. Das gilt sogar
dann, wenn der Raum in keiner Weise glatt ist. Dieses Maß verschwindet auf
Straten der Dimension kleiner als m− 2. Auf Straten der Dimensionen m− 2,
m− 1 bzw. m ist es jeweils stetig bezüglich der kanonischen Volumenmaße.

Definition 1.8. Sei S eine kompakte definierbare Menge der Dimension m.
Dann nennen wir das signierte Maß

scal(S,−) := 4πΛm−2(S,−)

die Skalarkrümmung von S.

Bemerkung: Der Name Skalarkrümmung wird auf vielfältige Weise gerecht-
fertigt werden. Ist S zufälligerweise eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so lie-
fert dieses Maß nichts anderes als das Integral über die gewöhnliche Skalar-
krümmung. Weiterhin gelten analoge Sätze wie im glatten Fall: Ist die Schnitt-
krümmung positiv oder negativ, so gilt das auch für die Skalarkrümmung.
Diese Sätze werden wir im folgenden beweisen. Zuvor müssen wir die Skalar-
krümmung umrechnen auf geometrische Größen.
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1.4 Berechnung der Skalarkrümmung

In diesem Abschnitt sei eine kompakte definierbare Menge S und eine feste
zahme Stratifikation S = ∪iX i gegeben. Dabei sind die X i jeweils Straten
der Dimension i. Da es normalerweise mehrere Straten einer Dimension gibt,
müßten wir konsequenterweise einen zweiten Index einführen, um sie zu unter-
scheiden. Das würde die Notation jedoch nur komplizierter als nötig machen.
Wir sagen also im folgenden Dinge wie:

”
Sei X i ein Stratum der Dimension

i“, und meinen damit irgendeins der i-dimensionalen Straten.

1.4.1 Skalarkrümmung auf m-Straten

Wir führen hier eine Rechnung durch, deren Ergebnis schon Hermann Weyl
bekannt war. Sie dient als Aufwärmübung für die schwierigeren Berechnungen
bei niederdimensionalen Straten.

Aus der allgemeinen Theorie der Lipschitz-Killing-Krümmungen zahmer Men-
gen [Ku99] wissen wir, daß es eine meßbare Funktion h gibt, so daß für alle
Borelmengen U ⊂ Xm die Gleichung

Λm−2 (S, U) =

∫

U

h (x) d volm

gilt. Unser Ziel ist es, h bestimmen.

Sei x0 ∈ Xm und U eine genügend kleine Umgebung von x0 in Xm. Wir wählen
Koordinaten φ : IRm ⊃ V 7→ U ⊂ Xm, (ξ1, . . . , ξm) 7→ φ(ξ1, . . . , ξm) einer
Umgebung von x0, so daß die Vektoren ∂i := ∂φ

∂ξi
eine Orthonormalbasis des

Tangentialraumes Tx0
Xm bilden. Dann gilt dξ1 ∧ . . . ∧ dξm(x) = g(x)d volm,

wobei g eine glatte Funktion mit g(x0) = 1 ist. Weiterhin wählen wir eine
differenzierbare Familie von Normalenvektorfeldern v1, . . . , vn−m, die in jedem
Punkt einer Umgebung von x0 ein Orthonormalsystem des Normalenraumes

bilden. Die Orientierung sei so gewählt, daß
{
∂φ

∂ξi
, v1, . . . , vn−m

}
eine positiv

orientierte Basis des IRn darstellt.

Um die Notation einfach zu halten, setzen wir dy := dy1 ∧ . . . ∧ dyn−m und
dξ := dξ1 ∧ . . . ∧ dξm.

Wir setzen

H : Bn−m(r) × V 7→ IRn

H (y1, . . . , yn−m, ξ1, . . . , ξm) = φ (ξ1, . . . , ξm) + y1v1 + y2v2 + . . .+ yn−mvn−m

v := y1v1 + . . .+ yn−mvn−m
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Das Bild von H ist die Menge der Normalenvektoren mit Fußpunkt in U und
Länge kleiner oder gleich r. Es folgt

volβ Tubr (S, U) =

∫

V×Bn−m(r)

det (DH)β (x, v) dy ∧ dξ

Wir wissen weiterhin daß β (x, v) = 1 für jedes x ∈ U und alle v ∈ T⊥
x S

gilt. Die ganze Information steckt also in der Determinante det(DH). Uns
interessiert nur der Koeffizient vor rn−m+2.

Ausgewertet im Punkt x0 liefert die obige Gleichung

bn−m+2h (x0) r
n−m+2

=

∫

B(r)

∑

i<j;l,k

det

(
v1, . . . , vn−m, ∂1, . . . , yl

∂vl
∂ξi

, . . . , yk
∂vk
∂ξj

, . . . , ∂m

)
dy

Wir zerlegen den Vektor ∂vl

∂ξi
entsprechend der Projektion auf den Tangential-

raum Tx0
Xm in einen orthogonalen und einen tangentialen Anteil:

∂vl
∂ξi

=

(
∂vl
∂ξi

)⊥
+

(
∂vl
∂ξi

)>

Nur der zweite Term trägt etwas zur Determinante bei, da der erste eine Li-
nearkombination der Normalenvektoren vi ist.

Bezeichnet man mit lvl
die zweite Fundamentalform in Richtung vl (siehe

[Jost98], Abschnitt 3.6.), so gilt

(
∂vl
∂ξi

)>
=
∑

p

lvl
(∂i, ∂p) ∂p

Analog haben wir

(
∂vk
∂ξj

)>
=
∑

q

lvk
(∂j, ∂q) ∂p

Wir setzen das in die Determinante ein und sehen, daß nur dann ein Beitrag
vorliegt, wenn p = i, j und q = i, j. Also gilt
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bn−m+2h (x0) r
n−m+2

=

∫

B(r)

{
∑

i<j;l,k

det (v1, . . . , vn−m, ∂1, . . . , yllvl
(∂i, ∂i) ∂i, . . . , yklvk

(∂j, ∂j) ∂j, . . . , ∂m)

+
∑

i<j;l,k

det (v1, . . . , vn−m, ∂1, . . . , yllvl
(∂i, ∂j) ∂j, . . . , yklvk

(∂j, ∂i) ∂i, . . . , ∂m)

}
dy

=
∑

i<j;l,k

∫

B(r)

ylyk (lvl
(∂i, ∂i) lvk

(∂j, ∂j) − lvl
(∂i, ∂j) lvk

(∂j, ∂i)) dy

Aus Symmetriegründen verschwindet das letzte Integral für l 6= k. Es ergibt
sich

bn−m+2h (x0) r
n−m+2

=
∑

i<j

∑

l

∫

B(r)

y2
l (lvl

(∂i, ∂i) lvl
(∂j, ∂j) − lvl

(∂i, ∂j) lvl
(∂j, ∂i)) dy

(∗)
= Cn,mr

n−m+2
∑

i<j

〈R (∂j, ∂i) ∂i, ∂j〉

= Cn,mr
n−m+2

∑

i<j

K (∂i, ∂j)

= Cn,mr
n−m+2 1

2
s (x0)

Die Gleichung (∗) folgt aus der Gauss-Gleichung (siehe [Jost98], Theorem
3.6.2.). Die Konstante Cn,m kann einfach berechnet werden, es ist

Cn,m =

∫

Bn
1

y2
l dy1 ∧ . . . ∧ dyn−m =

bn−m+2

2π

Daraus folgt

h (x0) =
1

4π
s (x0)

Damit haben wir bewiesen:

Lemma 1.9. Für jede Borelmenge U , die in Xm enthalten ist, gilt

Λm−2 (S, U) =
1

4π

∫

U

s (x) d volm(x)
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1.4.2 Skalarkrümmung auf m− 1-Straten

In diesem Abschnitt nehmen wir an, daß wir ein m − 1-Stratum Xm−1 vor-
liegen haben, welches auf dem Rand von genau zwei m-dimensionalen Straten
Xm

1 , X
m
2 liegt. Gibt es mehr solcher Straten oder nur eins davon, so kann man

in der Rechnung leichte Modifikationen vornehmen und bekommt ähnliche For-
meln.

Wir fixieren einen Punkt x0 auf dem Stratum Xm−1. Der Normalenschnitt
(Tx0

Xm−1)
⊥ ∩ S ist lokal die Vereinigung zweier eindimensionaler Kurven.

Da diese definierbar sind, haben sie in x0 wohldefinierte Tangentenrichtungen
w1(x0) und w2(x0). Als Funktion von x0 betrachtet sind w1 und w2 ebenfalls
definierbar und damit d volm−1- fast überall differenzierbar.

Aus der Theorie von Bröcker-Kuppe folgt, daß Λm−2 ein stetiges Maß aufXm−1

darstellt. Das bedeutet, daß es eine meßbare Funktion h gibt, so daß für alle
Borelmengen U ⊂ Xm−1

Λm−2 (S, U) =

∫

U

h (x) d volm−1

gilt.

Unser Ziel ist es, h(x0) für jeden Punkt x0 auszurechnen, für den w1 und w2

differenzierbar sind in einer Umgebung von x0. Setze wieder dy := dy1 ∧ . . . ∧
dyn−m+1 und dξ := dξ1 ∧ . . . ∧ dξm−1.

Für eine Umgebung U von x0 in Xm−1 wählen wir ein Koordinatensystem
φ : IRm−1 ⊃ V 7→ U ⊂ Xm−1, (ξ1, . . . , ξm−1) 7→ φ (ξ1, . . . , ξm−1), so daß die
Tangentenvektoren ∂i := ∂φ

∂ξi
eine Orthonormalbasis in x0 bilden. Dann ist in

einer Umgebung von x0 dξ1 ∧ . . . ∧ dξm−1 (x) = g (x) d volm−1 (x) mit einer
stetigen Funktion g für die g (x0) = 1 gilt.

Weiterhin wählen wir wieder differenzierbar variierende Normalenvektoren
v1, . . . , vn−m+1, die in jedem Punkt einer Umgebung von x0 eine Orthonormal-
basis des Normalenraumes bilden. Wir können die Vektoren so umnumerieren,

daß
{
∂φ

∂ξi
, v1, . . . , vn−m+1

}
eine positiv orientierte Basis des IRn ist.

Da wi in den Normalenräumen liegt, gibt es Funktionen c
(i)
j mit

wi =
n−m+1∑

j=1

c
(i)
j vj

Wir definieren eine Funktion H durch:
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H : Bn−m+1(r) × V 7→ IRn

H (y1, . . . , yn−m+1, ξ1, . . . , ξm−1)

:= φ (ξ1, . . . , ξm−1) + y1v1 + y2v2 + . . .+ yn−m+1vn−m+1

v := y1v1 + y2v2 + . . .+ yn−m+1vn−m+1

Das Bild besteht wieder aus all jenen Normalenvektoren mit Länge ≤ r, deren
Fußpunkt in U liegt. Es gilt also

volβ Tubr (S, U) =

∫

V×Bn−m+1(r)

det (DH)β (x, v) dy ∧ dξ

Die Determinante kann wie folgt berechnet werden:

det (DH) = det

(
v1, . . . , vn−m+1, ∂1 + y1

∂v1

∂ξ1
+ . . . , ∂2 + y1

∂v1

∂ξ2
+ . . . , . . .

)

Die Vektoren wi definieren zwei Hemisphären H1, H2 auf der Sphäre Sn−m.
Sei ve der Einheitsvektor in Richtung v, dann ist β(x, v) = β (x, ve) = 1 −
1H1

(ve)− 1H2
(ve). Diese Gleichung folgt leicht aus der Tatsache, daß β gleich

dem normalen Morseindex von h−ve
in x0 ist. (siehe [Ku99], Prop. 5.2.14.)

Eine simple Integration zeigt

∫

Bn−m+1(r)

(y1, . . . , yn−m+1) dy = (0, . . . , 0)

∫

Bn−m+1(r)

1H1
(ye) (y1, . . . , yn−m+1) dy = Cn,mr

n−m+2
(
c11, . . . , c

1
n−1

)

∫

Bn−m+1(r)

1H2
(ye) (y1, . . . , yn−m+1) dy = Cn,mr

n−m+2
(
c21, . . . , c

2
n−1

)

Die Konstante Cn,m ist gegeben durch

Cn,m =
bn−m

n−m + 2
=
bn−m+2

2π
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Jetzt haben wir alle Elemente beisammen, um das Tubenvolumen auszudrücken:

volβ Tubr (S, U)

=

∫

V

∫

Bn−m+1(r)

det

(
v1, . . . , vn−m+1, ∂1 + y1

∂v1

∂ξ1
+ . . . , ∂2 + y1

∂v1

∂ξ2
+ . . . , . . .

)

β (x, v) dydξ

bn−m+2Λm−2 (S, U) = coeffn−m+2 (volβ Tubr (S, U))

Aus dieser Gleichung ersehen wir, daß wir die Determinante ausmultiplizieren
und als Summe von Determinanten schreiben können. Deren i-te Spalte ist für
i = 1, . . . , n − m + 1 durch den Vektor vi gegeben. Die Spalte an der Stelle
n−m+ 1 + i ist für i = 1, . . . , m− 1 entweder durch ∂i oder durch einen der
Vektoren yj

∂vj

∂ξi
, j = 1, . . . , n−m+ 1 gegeben. Nur die Terme mit genau einer

Spalte der zweiten Form tragen etwas zum Koeffizienten vor rn−m+2 bei. Das
liefert

bn−m+2Λm−2 (S, U) rn−m+2

=

∫

V

∫

Bn−m+1(r)

∑

i=1,... ,m−1
j=1,... ,n−m+1

det

(
v1, . . . , vn−m+1, ∂1, . . . , yj

∂vj
∂ξi

, . . . , ∂m−1

)

β (x, v) dy ∧ dξ

Im Punkt x0 ergibt sich aus dieser Gleichung:

bn−m+2h (x0) r
n−m+2

=

∫

Bn−m+1(r)

∑

i=1,... ,m−1
j=1,... ,n−m+1

det

(
v1, . . . , vn−m+1, ∂1, . . . , yj

∂vj
∂ξi

, . . . , ∂m−1

)

β (x0, v) dy

=
∑

i=1,... ,m−1
j=1,... ,n−m+1

(∫

Bn−m+1(r)

〈
∂i, yj

∂vj
∂ξi

〉
β (x0, v) dy

)

Da vj ein Normalenvektor ist, gilt

0 =
∂

∂ξi

〈
∂φ

∂ξi
, vj

〉
=

〈
∂2φ

∂ξ2
i

, vj

〉
+

〈
∂φ

∂ξi
,
∂vj
∂ξi

〉
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Folglich ist

bn−m+2h (x0) r
n−m+2

= −
∑

i=1,... ,m−1

〈
∂2φ

∂ξ2
i

,
∑

j=1,... ,n−m+1

vj

∫

Bn−m+1(r)

yjβ (x0, v) dy

〉

Weiter oben haben wir folgende Gleichung gezeigt:

∫

Bn−m+1(r)

yjβ (x0, v) dy = −Cn,mrn−m+2
(
c1j + c2j

)

Das setzen wir in den obigen Ausdruck ein und erhalten

bn−m+2h (x0) =
∑

i=1,... ,m−1

〈
∂2φ

∂ξ2
i

,
∑

j=1,... ,n−m+1

vjCn,m
(
c1j + c2j

)
〉

h (x0) =
1

2π
(tr IIw1

+ tr IIw2
)

Dabei bezeichnet IIw1
bzw. IIw2

die zweite Fundamentalform von Xm−1 in
Richtung w1 bzw. w2.

1.4.3 Skalarkrümmung auf m− 2-Straten

Das nächste Ziel ist es, Λm−2|Xm−2 zu bestimmen. Wir gehen wieder so vor
wie in den beiden vorhergehenden Abschnitten. Wieder gibt es eine meßbare
Funktion h, so daß für alle Borelmengen U ⊂ Xm−2 die folgende Gleichung
gilt:

Λm−2 (S, U) =

∫

U

h (x) d volm−2 (x)

Um h zu berechnen, halten wir einen Punkt x0 ∈ Xm−2 und eine kleine
Umgebung U von x0 in Xm−2 fest, wählen ein lokales Koordinatensystem
φ : IRm−2 ⊃ V 7→ U ⊂ Xm−2, (ξ1, . . . , ξm−2) 7→ φ (ξ1, . . . , ξm−2) so daß die
Tangentenvektoren ∂i := ∂φ

∂ξi
eine Orthonormalbasis in x0 bilden. Dann folgt
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dξ1 ∧ . . . ∧ dξm−2 (x) = g (x) d volm−2 (x) wobei g eine stetige Funktion mit
g (x0) = 1 ist.

Wie schon bei den anderen Stratendimensionen wählen wir differenzierbar vari-
ierende Normalenvektoren v1, . . . , vn−m+2, die in jedem Punkt einer Umgebung
von x0 eine Orthonormalbasis des Normalenraumes bilden. Die Numerierung

sei so gewählt, daß
{
∂φ

∂ξi
, v1, . . . , vn−m+2

}
eine positiv orientierte Basis des IRn

bildet.

Wir setzen dy := dy1 ∧ . . . ∧ dyn−m+2 und dξ := dξ1 ∧ . . . ∧ dξm−2.

Die Funktion H sei wie folgt definiert:

H : Bn−m+2(r) × V 7→ IRn

H (y1, . . . , yn−m+2, ξ1, . . . , ξm−2)

:= φ (ξ1, . . . , ξm−2) + y1v1 + y2v2 + . . .+ yn−m+2vn−m+2

v := y1v1 + y2v2 + . . .+ yn−m+2vn−m+2

Das Bild unter H besteht aus den Normalenvektoren der Länge ≤ r, deren
Fußpunkt in U liegt. Also ist

volβ Tubr (S, U) =

∫

V×Bn−m+2(r)

det (DH)β (x, v) dy ∧ dξ

Die Determinante beträgt

det (DH) = det

(
v1, . . . , vn−m+2, ∂1 + y1

∂v1

∂ξ1
+ . . . , ∂2 + y1

∂v1

∂ξ2
+ . . . , . . .

)

Das bedeutet für das Tubenvolumen

volβ Tubr (S, U)

=

∫

V

∫

Bn−m+2(r)

det

(
v1, . . . , vn−m+2, ∂1 + y1

∂v1

∂ξ1
+ . . . , ∂2 + y1

∂v1

∂ξ2
+ . . . , . . .

)

β (x, v) dydξ

Nach Definition von Λm−2 gilt

bn−m+2Λm−2 (S, U) = coeffn−m+2 (volβ Tubr (S, U))
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Multipliziert man die Determinante aus, findet man eine Summe von Determi-
nanten mit 0, 1, . . . , oder n−m+ 1 Spalten der Form yj

∂vj

∂ξk
. Nur wenn keine

solche Spalte vorkommt, gibt es einen Beitrag zum Koeffizieten vor rn−m+2.
Es gilt also

bn−m+2Λm−2 (U) rn−m+2 =

∫

V

∫

Bn−m+2(r)

det (v1, . . . , vn−m+2, ∂1, . . . , ∂m−2)

β (x, v) dydξ

Für den Punkt x0 liefert diese Gleichung

bn−m+2h (x0) r
n−m+2

=

∫

Bn−m+2(r)

det (v1, . . . , vn−m+2, ∂1, . . . , ∂m−2) β (x0, v) dy

=

∫

Bn−m+2(r)

β (x0, v) dy

Aus [Ku99], Kap. 6 wissen wir, daß β (x0, v) gleich dem normalen Morseindex
ist. Letzterer ist trivialerweise gleich dem Index β (x0, v) des Normalenschnittes

(Tx0
Xm−2)

⊥ ∩X. Das ist eine zweidimensionale definierbare Menge. Mit den
gleichen Berechnungen wie oben sieht man, daß

bn−m+2Λ0

((
Tx0

Xm−2
)⊥ ∩ S, {x0}

)
rn−m+2 =

∫

Bn−m+2(r)

β (x0, v) dy

Daraus folgt

h (x0) = Λ0

((
Tx0

Xm−2
)⊥ ∩ S, {x0}

)

Dieser Ausdruck wird im folgenden Kapitel noch vereinfacht, das Endergebnis
steht in Theorem 2.7.

1.5 Skalarkrümmung von C-Mengen

Wir wählen jetzt eine feste Analytisch-Geometrische Kategorie C und nennen
die Mengen A ∈ C(M) einfach C-Mengen. Die Einbettung in eine Mannigfal-
tigkeit wird dabei nicht explizit erwähnt, sollte aber nicht vergessen werden.
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Wie schon weiter oben angedeutet, tragen C-Mengen a priori noch keine Me-
trik. Um geometrische Größen wie die Skalarkrümmung zu definieren, müssen
wir also erst mal festlegen, was mit einer Metrik gemeint sein soll.

Definition und Satz 1.10. Gegeben sei (M,S) ∈ C mit S abgeschlossen und
zusammenhängend. Dann ist eine Metrik auf S per definitionem eine reell
analytische Riemannsche Metrik auf M . Diese induziert eine innere Metrik
auf S.

Bemerkung: Beispielsweise tragen definierbare Mengen immer eine kanoni-
sche Metrik, denn sie sind in einen Euklidischen Raum eingebettet, der eine
kanonische Metrik trägt.

Beweis des Satzes: Laut [D-M96] kann man S Whitney-stratifizieren. Die
Existenz der inneren Metrik folgt dann aus [B-T95], siehe auch [Fer97], Section
IV. 2

Wir wollen die Formeln des letzten Abschnittes dazu benutzen, die Skalar-
krümmung (als Maß) von C-Mengen zu definieren.

Sei S ⊂ M eine kompakte, zusammenhängende C-Menge der Dimension m,
wobeiM eine (reell-analytische) Riemannsche Metrik g trägt. Wir stratifizieren
S so, daß die Whitneybedingungen erfüllt sind. Auf jedem Stratum induziert
g eine Riemannsche Metrik.

Definition 1.11. Sei S eine zusammenhängende, kompakte C-Menge der Di-
mension m mit einer Metrik und einer Whitney-Stratifikation S = ∪iX i. Dann
definieren wir für Borelmengen U ⊆ S

scal(S, U) =

∫

U∩Xm

s(x)d volm(x)

+ 2

∫

U∩Xm−1

(
k∑

i=1

trIIwi

)
d volm−1(x)

+ 4π

∫

U∩Xm−2

(
1

2
+ (−1)m

χlok(S, x)

2
− θm(S, x)

)
d volm−2(x)

Dabei bezeichnen w1, w2, . . . , wk die Normalenvektoren von Xm−1 in Richtung
der höchstdimensionalen Straten und IIwi

steht für die symmetrische Bilinear-
form (2. Fundamentalform) IIwi

(X, Y ) := −〈∇Xwi, Y 〉 auf Xm−1. Der Term
θm(S, x) bezeichnet die m-dimensionale Dichte von S im Punkt x, siehe Kapitel
2.

Bemerkungen:

• Das Skalarkrümmungsmaß ist unabhängig von der Stratifikation.
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• Die Dichte ist in allen Punkten wohldefiniert, denn laut einer lokalen Ver-
sion des Satzes von Nash ([Jan26],[Gro86]) findet man zu jedem Punkt
P ∈M eine Umgebung U von P und eine analytische, isometrische Ein-
bettung von M ∩U in einen Euklidischen Raum. Wegen der Analytizität
geht S∩U in eine definierbare Menge über. Für definierbare Mengen exi-
stiert die Dichte nach [K-R89]. Man beachte dabei, daß für isometrische
Einbetttungen S ⊂M ⊂ IRq die Metriken von IRq, M und S in der Nähe
eines festen Punktes asymptotisch äquivalent sind (siehe dazu auch Satz
2.4).

• Die Existenz der Normalenvektoren sieht man auf die gleiche Weise.

• Die Motivation dieser Definition ergibt sich aus Theorem 2.7. Ist M eine
in einen Euklidischen Raum eingebettete Mannigfaltigkeit, so stimmen
die beiden Definitionen 1.8 und 1.11 überein.

• Ist f : M 7→ N eine Isometrie, so stimmen die Skalarkrümmungen von S
und f(S) überein. Das folgt trivialerweise aus der obigen Formel, da alle
Größen innere Größen der umgebenden Mannigfaltigkeit sind. In Kapi-
tel 5 werden wir diese Aussage noch stark verallgemeinern, indem wir
zeigen, daß nicht nur eine Isometrie der umgebenden Mannigfaltigkei-
ten, sondern schon eine Isometrie der definierbaren Mengen selbst die
Skalarkrümmung invariant läßt.
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Kapitel 2

Dichte und innere Geometrie
definierbarer Mengen

Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, daß bei der Berechnung der Skalar-
krümmung von definierbaren Mengen die Dichte des Querschnitts auftritt. De-
finierbare Mengen haben die schöne Eigenschaft, daß diese Dichte fast überall
mit der Dichte der Menge selbst übereinstimmt.

Aus der Whitneybedingung und einem einfachen Argument folgt, daß die Dich-
te sowohl bezüglich des inneren als auch bezüglich des äußeren Abstandes be-
rechnet werden kann und daß dabei derselbe Wert herauskommt. Dieser sehr
einfache Satz schlägt die Brücke zwischen der Skalarkrümmung, die ja über
eine Einbettung in den Euklidischen Raum definiert ist, und der inneren Geo-
metrie. Beispielsweise ist bei Alexandrovräumen viel über Volumina bekannt,
aber dabei bezieht man sich natürlich immer auf den inneren Abstand (ein
anderer ist ja im allgemeinen gar nicht gegeben).

Im letzten Abschnitt wird ein Reflexionsgesetz bewiesen, welches für den Be-
weis des Haupttheorems über definierbare Räume mit nach oben beschränkter
Krümmung verwendet wird.

2.1 Einige Sätze im zweidimensionalen Fall

Für zweidimensionale definierbare Mengen kann man Λ0 und damit scal kon-
kret ausrechnen. Diese Rechnung stellt außerdem die Verbindung zwischen zwei
verschiedenen Definitionen der Krümmung im zweidimensionalen Fall her.

Lemma 2.1. Sei M ⊂ Sn−1 eine eindimensionale definierbare Teilmenge der
n− 1-dimensionalen Einheitssphäre. Dann gilt

∫

Sn−1

χ (Br(x) ∩M) dx = a(r)χ(M) + b(r)l(M)
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Hierbei bezeichnet Br(x) einen geodätischen Ball vom Radius r um x, a(r) sein
Volumen, b(r) das Volumen einer r-Tube um einen Großkreis, dividiert durch
2π, und l(M) die Länge von M .

Beweis: Das folgt mit leichten Approximationsargumenten. Die Beweisidee ist
folgende: man zeigt die Aussage für Punkte und Großkreise, dann für Abschitte
von Geodätischen. Jede Kurve läßt sich dann durch stückweise Geodätische
approximieren, und zwar so, daß dabei die Eulercharakteristiken fast überall
konvergieren. Dazu muß man Thom’s Isotopielemma benutzen. 2

Satz 2.2. Sei M eine zweidimensionale kompakte definierbare Menge, P ∈M .
Dann existiert der Grenzwert α(M,P ) := lims→0

l(M∩Ss(P ))
s

und es gilt die
folgende Gleichung:

Λ0(M, {P}) =
1

2
+
χlok
2

− α

2π

Dabei bezeichnet χlok = χ (M,M \ P ) die lokale Eulercharakteristik von M
in P (siehe [B-C-R87], Abschnitt 1.2). Mit l bezeichnen wir die Länge einer
eindimensionalen Menge.

Beweis: Wir wählen eine Whitney-Stratifikation, bei der P ein 0-Stratum ist.
Da beide Seiten der Gleichung Euler-additiv sind, können wir die Gleichung
stratenweise zeigen. Das ist trivial für 1-Straten (χlok = 0, α = 0,Λ0 = 1

2
). Also

können wir annehmen, daß M ein 2-Stratum ist, welches in der Nähe von P
Whitney’s Bedingungen erfüllt.

Dann gilt β(P, v) = limθ→0 limδ→0 βθ,δ(P, v) = limθ→0 limδ→0 β̂θ,δ(P, v) für fast
alle v.

Um Λ0(M, {P}) zu berechnen, führen wir die gleichen Berechnungen wie im
vorigen Abschnitt durch und finden

Λ0(M, {P}) =
1

sn−1

∫

Sn−1

β(P, v)dv

=
1

sn−1

∫

Sn−1

lim
θ→0

lim
δ→0

βθ,δ(P, v)dv

=
1

sn−1

∫

Sn−1

lim
θ→0

lim
δ→0

β̂θ,δ(P, v)dv

(∗)
=

1

sn−1

lim
θ→0

lim
δ→0

∫

Sn−1

β̂θ,δ(P, v)dv

= 1 − 1

sn−1

lim
θ→0

lim
δ→0

(
a(r)χ(Ss ∩M) + b(r)

l(Ss ∩M)

s

)

Der Einfachheit halber haben wir r := π
2
− θ und s := δ

cos θ
gesetzt. Gleichung

(∗) folgt aus Lebesgue’s Konvergenztheorem. Da der Index β eine definierba-
re und somit beschränkte Funktion ist, besitzen alle beteiligten Funktionen
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integrierbare Majoranten und wir können dieses Theorem anwenden. Außer-
dem haben wir Lemma 2.1 benutzt. Die Existenz von β fast überall liefert in
Verbindung mit dem Konvergenztheorem die Existenz des Winkels α. Deshalb
gilt

Λ0(M, {P}) = 1 − 1

sn−1

lim
θ→0

(a(r)(1 − χlok(M,P )) + b(r)α(M,P ))

= 1 − a
(
π
2

)

sn−1

(1 − χlok(M,P )) − b
(
π
2

)

sn−1

α(M,P )

=
1

2
+
χlok(M,P )

2
− α

2π

2

Wir erinnern daran, daß M eine zweidimensionale definierbare Menge ist und
P ∈ M ein Punkt. Wir haben oben gezeigt, daß der folgende Grenzwert exi-
stiert:

α0 (M,P ) := lim
r→0

l (Sr (P ) ∩M)

r

wobei l (Sr (P ) ∩M) die Länge des Schnittes einer Sphäre mit Radius r und
Mittelpunkt P mit M bezeichnet. Wir nennen α0 den Winkel bei P .

In [K-R89] wird gezeigt, daß auch der folgende Grenzwert existiert:

θ (M,P ) := lim
r→0

vol2 (Br (P ) ∩M)

b2r2

Er heißt Dichte von M in P .

Satz 2.3. Für eine zweidimensionale definierbare Menge M und P ∈M stim-
men Winkel und Dichte bis auf einen Faktor überein:

θ (M,P ) =
α0 (M,P )

2π

Beweis:

Da sowohl der Winkel als auch die Dichte additiv sind und die Gleichung für
1-Straten trivial ist, reicht es aus, die Gleichung für 2-Straten zu zeigen. Das
funktioniert mit einem Standardbeweis, der die Koareaformel und Whitney’s
Bedingung B benutzt. Wir ersparen uns die technischen Details. 2

Bemerkung: Krümmungsmaße für zweidimensionale semialgebraische Men-
gen sind auch in [B-K-S97] auf scheinbar andere, tatsächlich aber äquivalente
Weise definiert. Die Äquivalenz (bis auf einen konstanten Faktor 2π) folgt aus
Lemma 1.9, Abschnitt 1.4.2, Satz 2.3 sowie den Formeln aus [B-K-S97].
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2.2 Vergleich von innerer und äußerer Dichte

Die Skalarkrümmung haben wir mit Hilfe der Integralgeometrie als Maß defi-
niert. Bei der Berechnung tritt ein Term auf, der mit der äußeren Geometrie
in Zusammenhang steht, nämlich die Dichte. Um den Bogen zur inneren Geo-
metrie zu schlagen, benötigen wir die Tatsache, daß sich die Dichte schon
als innere Größe definieren läßt. Das ist nicht sehr schwierig, bildet aber die
Grundlage für eine Hälfte des Beweises des Haupttheorems über definierba-
re Alexandrovräume. Aus der allgemeinen Theorie der Alexandrovräume be-
kommt man Informationen über die innere Dichte, die zum Beweis des Haupt-
theorems benutzt werden.

Satz 2.4. Sei S wie immer eine zusammenhängende, definierbare Menge der
Dimension m und P ∈ S. Dann gilt:

lim
r→0

volBi(P, r)

bmrm
= lim

r→0

volBe(P, r)

bmrm

und beide Grenzwerte existieren. Dabei bezeichnet Bi eine Kugel in S bezüglich
des inneren Abstandes und Be eine Kugel in S bezüglich des äußeren Abstan-
des.

Beweis: Wir können ohne Einschränkung annehmen, daß P = 0 ist.

Gegeben sei eine Stratifikation von S, die den Whitney Bedingungen genügt.
Nimm das Einheitsvektorfeld v(x) = − grad de(·, 0)(x) von IRn \ {0}, welches
in jedem Punkt 6= 0 auf den Ursprung zeigt. Aus Whitney B folgt, daß für
x ∈ Xj der Winkel zwischen v(x) und TxX

j sehr klein wird, je näher man sich
0 nähert. Wir projizieren v stratenweise auf S. Ist Q ∈ Be(r) ein beliebiger
Punkt, so können wir eine Integralkurve bezüglich dieses Vektorfeldes konstru-
ieren. Diese verläßt eventuell das Stratum, landet dann aber in einem Stratum
niedrigerer Dimension. Da der Abstand zu P in kontrollierter Weise kleiner
wird, endet sie letztlich in P . Die Länge der Kurve ist trivialerweise größer als
der Euklidische Abstand von Q zu 0. Andererseits ist sie kleiner als (1 + ε(r))
mal dem Euklidischen Abstand von Q zu 0, wie leicht aus der Whitneybedin-
gung B folgt. Dabei ist ε(r) eine Funktion, die mit r gegen 0 ebenfalls gegen 0
strebt.

Es folgt

Be

(
P,

r

1 + ε(r)

)
⊆ Bi(P, r) ⊆ Be(P, r)

Wir dividieren alle Terme durch bmr
m. Dann exisitieren für r → 0 die Grenz-

werte der beiden äußeren Terme der Ungleichung und sind gleich (der Beweis
dazu steht in [K-R89]). Also muß auch der Grenzwert des mittleren Terms
existieren, das zeigt die Existenz der inneren Dichte. 2
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Bemerkung: Es fällt auf, daß wir beim Beweis nur zwei Dinge verwendet
haben: die Existenz einer Whitneystratifikation sowie die Existenz der äußeren
Dichte. Die Aussage des Satzes ist also immer dann richtig, wenn diese beiden
Bedingungen erfüllt sind.

2.3 Das Produkttheorem für Dichten

Obwohl wir das später nicht benötigen werden, paßt das folgende Theorem
recht gut in diese Arbeit.

Zunächst sei daran erinnert, daß für eine definierbare Menge S der Dimension
m

θn (S, 0) := lim
r→0

voln (Br (0) ∩ S)

bnrn

die Dichte von S in 0 bezeichnet.

Theorem 2.5. Seien A und B zwei definierbare Mengen der Dimensionen n
bzw. m. Dann gilt

θn+m (A×B, (0, 0)) = θn (A, 0) θm (B, 0)

Beweis:

Der Beweis folgt einem ähnlichem Schema wie verschiedene Beweise in [Co98].
Zuerst wird die Aussage für

”
dicke“ Kegel gezeigt, anschließend für offene

Mengen sowie für ε-analytische Stücke. Aus der Tatsache, daß man definierbare
Mengen in ε-analytische Stücke zerlegen kann, folgt schließlich das Theorem.

Schritt 1: Seien im ersten Schritt A ∈ IRn und B ∈ IRm Kegel der Di-
mension n bzw. m. Wir wählen Standardkoordinaten x = (x1, . . . , xn) auf
IRn und sphärische Koordinaten (r, x′) mit r ∈ IR+ und x′ ∈ Sn−1. Dann ist
dx = rn−1drdx′ und es gilt

θn+m (A×B, (0, 0)) =
voln+m (B1 (0) ∩ (A×B))

bn+m

=
1

bm+n

∫

A

∫

B

1B1(0) (x, y) dydx

=
1

bm+n

∫

A

√
1 − x2

m
bmθm (B, 0) dx

=
bm
bn+m

θm (B, 0)

∫

Sn−1∩A
dx′
∫ 1

0

√
1 − r2

m
rn−1dr

= Cn,mθn (A, 0) θm (B, 0)
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wobei

Cn,m =
bmsn−1

bn+m

∫ 1

0

√
1 − r2

m
rn−1dr

nur von n und m, nicht aber von A und B abhängt.

Um Cn,m explizit auszurechnen, kann man A = IRn und B = IRm setzen. Es
folgt Cn,m = 1. Also gilt

θn+m (A× B, (0, 0)) = θn (A, 0) θm (B, 0)

Falls A oder B kleinere Dimensionen haben sollten, so bleibt die Gleichung
trotzdem richtig, da dann auf beiden Seiten trivialerweise 0 steht.

Schritt 2: Seien A und B offene definierbare Teilmengen des IRn bzw. IRm.
Die Tangentenkegel von A bzw. B in 0 bezeichnen wir mit C0(A) bzw. C0(B).
Dann gilt

θn+m (A×B, (0, 0)) = θm+n

(
C(0,0) (A× B) , (0, 0)

)

= θm+n (C0 (A) × C0 (B) , (0, 0))

= θn (C0 (A) , 0) θm (C0 (B) , 0)

= θn (A, 0) θm (B, 0)

Dabei haben wir die Tatsache benutzt, daß die Dichte einer offenen Menge
gleich der Dichte des Tangentenkegels ist (siehe [K-R89]).

Schritt 3: Sei ε > 0 und Γ ein ε-analytisches Stück der Dimension k in IRn.
Das bedeutet, daß es einen k-dimensionalen Unterraum E von IRn, eine offene
Teilmenge U ⊂ E und eine analytische Abbildung φ : U 7→ E⊥ gibt, so daß
sich Γ schreiben läßt als Graph von φ in E ⊕E⊥ = IRn und so daß ‖Duφ‖ ≤ ε
für jedes u ∈ U gilt (siehe [K-R89]).

Analog sei ein zweites ε-analytisches Stück Γ′ der Dimension k′ in IRm gegeben.
Dann ist Γ×Γ′ ⊂ IRn+m ein 2ε-analytisches Stück der Dimension k+ k′, denn
es ist der Graph der Abbildung φ× φ′ : E × E ′ ⊃ U × U ′ 7→ E⊥ × E ′⊥.

Wir nehmen o.E. an, daß 0 im Abschluß von Γ und Γ′ liegt. Aus Schritt 2 und
[K-R89], Bemerkung 3 können wir schlußfolgern, daß

θk+k′ (Γ × Γ′, (0, 0)) ≤ (1 + 2ε)k+k
′

θk+k′ (U × U ′, (0, 0))

= (1 + 2ε)k+k
′

θk (U, 0) θk′ (U
′, 0)

≤ (1 + 2ε)k+k
′

(1 + ε)k+k
′

θk (Γ, 0) θk′ (Γ
′, 0)
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Analog haben wir

θk+k′ (Γ × Γ′, (0, 0)) ≥ (1 + 2ε)−k−k
′

θk+k′ (U × U ′, (0, 0))

= (1 + 2ε)−k−k
′

θk (U, 0) θk′ (U
′, 0)

≥ (1 + 2ε)−k−k
′

(1 + ε)−k−k
′

θk (Γ, 0) θk′ (Γ
′, 0)

Zusammenfassend können wir dafür schreiben:

(1 + ψ (ε)) θk (Γ, 0) θk′ (Γ
′, 0) ≥ θk+k′ (Γ × Γ′, (0, 0))

≥ (1 + ψ (ε))−1 θk (Γ, 0) θk′ (Γ
′, 0)

wobei ψ eine Funktion ist, die für ε → 0 ebenfalls gegen 0 geht. Diese Un-
gleichung bleibt trivialerweise richtig, wenn 0 /∈ Γ oder 0 /∈ Γ′. Beide Seiten
verschwinden in diesem Fall.

Schritt 4: Schließlich seien zwei beschränkte definierbare Mengen A und B
mit Dimensionen n bzw. m gegeben. Wähle ein ε > 0. Nach [K-R89] finden
wir eine Zerlegung von A in disjunkte ε-analytische Stücke Γε1, . . . ,Γ

ε
N , so daß

dim
(
A \ ∪Ni=1Γ

ε
i

)
< n gilt. Entsprechend gibt es eine Zerlegung von B in end-

lich viele ε-analytische Stücke ∆ε
j mit dim

(
B \ ∪j∆ε

j

)
< m . Die Stücke Γεi×∆ε

j

bilden dann eine disjunkte Zerlegung von A×B (bis auf eine Menge kleinerer
Dimension) und mit den obigen Ungleichungen erhalten wir

θn+m (A×B, (0, 0)) =
∑

i,j

θn+m

(
Γεi × ∆ε

j, (0, 0)
)

≥ (1 + ψ (ε))−1
∑

i,j

θn (Γεi , 0) θm
(
∆ε
j, 0
)

= (1 + ψ (ε))−1 θn (A, 0) θm (B, 0)

Auf die gleiche Weise finden wir

θn+m (A×B, (0, 0)) ≤ (1 + ψ (ε)) θn (A, 0) θm (B, 0)

Diese Ungleichungen gelten für jedes ε > 0. Da ψ (ε) gegen 0 konvergiert, muß
die folgende Gleichung gelten:

θn+m (A×B, (0, 0)) = θn (A, 0) θm (B, 0)

Der Fall, daß A oder B unbeschränkt ist, kann leicht auf den beschränkten
Fall zurückgeführt werden, da die Dichte eine lokale Größe ist.

Damit haben wir Theorem 2.5 bewiesen. 2
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2.4 Die Querschnittsformel

Theorem 2.6. Gegeben sei eine kompakte, definierbare, Whitney-stratifizierte
Menge S und ein i-Stratum X i. Dann ist die Dichte in fast jedem Punkt gleich
der Dichte des Querschnitts, d.h.

θ(S, P ) = θ((TPX
i)⊥ ∩ S, P )

für dvoli-fast jeden Punkt P ∈ X i.

Beweis:
Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Zunächst folgt aus elementaren Sätzen
der Maßtheorie die Aussage für

”
dicke“ Mengen. Anschließend zeigen wir die

Aussage für flache Straten. Die Verallgemeinerung auf beliebige Mengen S
erfolgt im dritten Schritt mittels einer Bilipschitzabbildung.

Schritt 1:

Wir nehmen an, daß S eine
”
dicke“ Menge im IRn ist, d.h. S ist gleich dem

Abschluß des Inneren von S, und daß das Stratum X i flach ist, d.h. X i ⊂ IRi.
Wir zerlegen IRn entsprechend als orthogonale Summe in IRn = IRi ⊕ IRn−i.

Es reicht aus zu zeigen, daß
∫

Q

θ(S, P )dP =

∫

Q

θ(S ∩ (TPX
i)⊥, P )dP

für jeden Quader Q = (a1 − ε1, a1 + ε1) × · · · × (ai − εi, ai + εi) ⊂ IRi mit
a1, . . . , ai ∈ IR, ε1 > 0, . . . , εi > 0 gilt.

Wir wählen eine feste reelle Zahl r mit 0 < r < min{ε1, . . . , εi} und bezeichnen
mit Q−(r) den Quader

Q−(r) = (a1 − ε1 + r, a1 + ε1 − r) × · · · × (ai − εi + r, ai + εi − r)

sowie mit Q+(r) den Quader

Q+(r) = (a1 − ε1 − r, a1 + ε1 + r) × · · · × (ai − εi − r, ai + εi + r)

Dann ist Q−(r) ⊂ Q ⊂ Q+(r).

Sei r > 0 zunächst eine fest gewählte reelle Zahl.

Dann gilt für y = (y0, y1) ∈ Q−(r)× IRn−i mit |y1| ≤ r die folgende Gleichung:
∫

Q

1B(x,r)∩S(y)dx = 1S(y)bi

(√
r2 − |y1|2

)i
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Das folgt aus dem Satz von Pythagoras.

In den folgenden Rechnungen finden wir wieder integrierbare Majoranten, ent-
weder wegen der Definiertheit der Funktionen oder wegen der Tatsache, daß
offene Mengen im IRn durch 1 beschränkte Dichten haben. Also können wir
die Sätze von Fubini und Lebesgue anwenden. Wir benutzen sphärische Koor-
dinaten für IRn−i und schreiben y1 = r̄φ mit r̄ ∈ [0,∞) und φ ∈ Sn−i−1. Dann
ist dy = r̄n−i−1dy0dr̄dφ und es gilt

1

rn

∫

Q

volB(x, r) ∩ Sdx =
1

rn

∫

Q

∫

IRn

1B(x,r)∩S(y)dydx

=
1

rn

∫

IRn

∫

Q

1B(x,r)∩S(y)dxdy

≥ 1

rn

∫

Q−(r)×Bn−i(r)

∫

Q

1B(x,r)∩S(y)dxdy

=
1

rn

∫

Q−(r)×Bn−i(r)

1S(y)bi

(√
r2 − |y1|2

)i
dy

=
1

rn

∫

Q−(r)

∫

(0,r)

∫

Sn−i−1

1S(y0, r̄φ)bi

(√
r2 − r̄2

)i
·

· r̄n−i−1dφdr̄dy0

=

∫

Q

1

rn
1Q−(r)(y0)

∫

(0,r)

∫

Sn−i−1

1S(y0, r̄φ)bi

(√
r2 − r̄2

)i
r̄n−i−1dφdr̄dy0

Jetzt lassen wir r gegen 0 gehen. Der Grenzwert kann auf beiden Seiten in-
nerhalb des Integrals geschrieben werden, da es integrierbare Majoranten gibt.
Letzteres folgt aus der Tatsache, daß wir offene Mengen im IRn betrachten und
die Volumina von Bällen trivialerweise abgeschätzt werden können.

Es gilt nach Definition

lim
r→0

1

rn
volB(x, r) ∩ S = bnθ(S, x)

Wir setzen für y0 ∈ Q

I(y0) := lim
r→0

1

rn
1Q−(r)(y0)

∫

(0,r)

∫

Sn−i−1

1S(y0, r̄φ)bi

(√
r2 − r̄2

)i
r̄n−i−1dφdr̄

sowie

N(y0) :=
(
Ty0X

i
)⊥
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Dann gilt

I(y0) = lim
r→0

1

rn
1Q−(r)(y0)

∫ r

0

∫

Sn−i−1

1S(y0, r̄φ)bi

(√
r2 − r̄2

)i
r̄n−i−1dφdr̄

= lim
r→0

1

rn

∫ r

0

{
bi

(√
r2 − r̄2

)i
r̄n−i−1

∫

Sn−i−1

1S(y0, r̄φ)dφ

}
dr̄

= lim
r→0

1

rn

∫ r

0

{
bi

(√
r2 − r̄2

)i
volN(y0) ∩ S ∩ S(r̄)

}
dr̄

Setze

a(r̄) := bi

(√
r2 − r̄2

)i

sowie

b(r̄) := volN(y0) ∩ S ∩ S(r̄)

B(r̄) :=

∫ r̄

0

b(s)ds

Aus der Koareaformel folgt

B(r̄) = volN(y0) ∩ S ∩ B(r̄)

und damit

lim
r̄→0

B(r̄)

bn−ir̄n−i
= θ(N(y0) ∩ S, y0)

Es ist

∫ r

0

a′(r̄)r̄n−idr̄ = −rn
∫ π

2

0

bii(cosα)i−1(sinα)n−i+1dα

= −Cn,irn

mit einer positiven Konstante Cn,i.

38



Aus partieller Integration und der Ungleichung a′(r̄) < 0 folgt für gegebenes
ε > 0 und genügend kleines r > 0:

∫ r

0

a(r̄)b(r̄)dr̄ = −
∫ r

0

a′(r̄)B(r̄)dr̄

≥ −
∫ r

0

a′(r̄)bn−ir̄
n−i(θ(N(y0) ∩ S, y0) − ε)dr̄

= Cn,ibn−i(θ(N(y0) ∩ S, y0) − ε)rn

Es folgt

I(y0) ≥ Cn,ibn−iθ(N(y0) ∩ S, y0) − ε

Da das für beliebige ε > 0 gilt, haben wir

I(y0) ≥ Cn,ibn−iθ(N(y0) ∩ S, y0)

Aus Lebesgue’s Theorem können wir damit folgende Ungleichung schließen:
∫

Q

bnθ(S, x)dx ≥
∫

Q

Cn,ibn−iθ(N(y0) ∩ S, y0)dy0

Mit ganz analogen Rechnungen findet man in der anderen Richtung
∫

Q

bnθ(S, x)dx ≤
∫

Q

Cn,ibn−iθ(N(y0) ∩ S, y0)dy0

wobei wieder dieselbe Konstante Cn,i auftritt. Damit gilt

∫

Q

θ(S, x)dx =
Cn,ibn−i
bn

∫

Q

θ(N(y0) ∩ S, y0)dy0

An einem konkreten Beispiel (z.B. S = IRn) macht man sich klar, daß Cn,i =
bn
bn−i

gelten muß (das kann man natürlich auch über partielle Integration nach-

rechnen). Der Vorfaktor ist also gleich 1.

Damit haben wir Schritt 1 des Beweises beendet.

Schritt 2:

Jetzt setzen wir voraus, daß S eine kompakte definierbare Menge (beliebiger
Dimension m) und X i ein flaches Stratum ist, d.h. daß es einen in IRn einge-
betteten Euklidischen Raum IRi gibt mit X i ⊂ IRi.

Sei P ∈ X i und ε > 0.

Behauptung: Es gibt eine Umgebung UP ⊂ IRn von P und eine Zerlegung
von S ∩ UP in disjunkte ε-analytische Stücke Γ1, . . . ,Γq, so daß die folgenden
Bedingungen für j = 1, . . . , q erfüllt sind:
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• Es gibt einen m-dimensionalen Unterraum Ej von IRn, der IRi enthält,
eine offene definierbare Teilmenge Uj ⊂ Ej und eine analytische Abbil-
dung φj : Uj 7→ E⊥

j , so daß sich Γj schreiben läßt als Graph von φj in
Ej ⊕ E⊥

j = IRn und so daß ‖Duφj‖ ≤ ε für jedes u ∈ Uj gilt.

• S ∩ UP und ∪jΓj unterscheiden höchstens sich um eine Menge positiver
Kodimension.

Man beachte, daß die entscheidende Forderung die Inklusion IRi ⊂ Ej ist, der
Rest der Bedingungen ist einfach die Tatsache, daß die Γj eine Zerlegung von
S in ε-analytische Stücke bilden.

Wir verzichten auf den Beweis der Behauptung, er verläuft fast wortwört-
lich wie der Beweis der Existenz von Zerlegungen in ε-analytische Stücke in
[K-R89], man benutzt dabei lediglich als Zusatzinformation Whitney’s Bedin-
gung A, die garantiert, daß alle Limestangentialräume am Stratum X i den
Raum IRi enthalten.

Sei ∪kY k eine Whitney-Stratifikation des IRn, die mit IRi, den Ej, j = 1, . . . , q
sowie den Uj, j = 1, . . . , q verträglich ist.

Die Stratifikation des IRn induziert eine Whitney-Stratifikation der Menge Uj,
diese Menge ist dick im m-dimensionalen Raum Ej (da sie der Abschluß der
offenen Menge Uj ist). Betrachte ein i-dimensionales Stratum Y i, welches in
IRi und auf dem Rand von Uj liegt. Nach Schritt 1 (angewandt auf Uj ⊂ Ej)
gilt für fast jeden Punkt Q ∈ Y i

θ(Uj, Q) = θ(Uj ∩ (IRi
Q)⊥, Q)

Ist Y i dagegen ein Stratum in IRi, welches nicht auf dem Rand von Uj liegt,
so gilt obige Gleichung trivialerweise, da dann Q nicht auf dem Rand von Uj
liegt und sowohl die Dichte von Uj in Q als auch die Dichte des Querschnitts
bei Q beide 0 sind.

Da die endliche Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ergibt,
gelten für fast jeden Punkt Q ∈ X i ∩ UP die folgenden Gleichungen

θ(Uj, Q) = θ(Uj ∩ (IRi
Q)⊥, Q), j = 1, 2, . . . , q

Wir schreiben im folgenden A ∼ B, wenn es eine Funktion ψ : (0,∞) 7→ (1,∞)
gibt, so daß limε→0 ψ(ε) = 1 und ψ(ε)−1A ≤ B ≤ ψ(ε)A gilt.
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Nach [K-R89] gilt für jedes der ε-analytischen Stücke Γj die Relation

θ(Uj, Q) ∼ θ(Γj, Q)

Für jedes der Γj ist (IRi
Q)⊥∩Γj trivialerweise ein ε-analytisches Stück in (IRi

Q)⊥.
Also gilt auch

θ((IRi
Q)⊥ ∩ Uj, Q) ∼ θ((IRi

Q)⊥ ∩ Γj, Q)

Wir wissen, daß S \∪jΓj höchstens die Dimension m−1 hat (speziell also eine
Nullmenge bezüglich des m-Volumens ist). Für fast jeden Punkt Q ist folglich
(S ∩ (IRi

Q)⊥) \ (∪jΓj ∩ (IRi
Q)⊥) eine Menge positiver Kodimension, speziell eine

Nullmenge bezüglich des m− i-Volumens.

Aus Schritt 1 folgt für fast jeden Punkt Q ∈ X i ∩ UP

θ(S,Q) ∼ θ(∪jΓj, Q) =
∑

j

θ(Γj, Q) ∼
∑

j

θ(Uj, Q) =
∑

j

θ(Uj ∩ (IRi
Q)⊥, Q)

∼
∑

j

θ((IRi
Q)⊥ ∩ Γj, Q) = θ(∪jΓj ∩ (IRi

Q)⊥, Q) = θ(S ∩ (IRi
Q)⊥, Q)

Wir halten also fest:

θ(S,Q) ∼ θ(S ∩ (IRi
Q)⊥, Q)

für fast jeden (bezüglich des i-dimensionalen Volumens) Punkt Q ∈ X i ∩ UP .

Um den 2. Schritt zu beenden, wendet man maßtheoretische Argumente an
um zu zeigen, daß daraus folgt, daß für fast jeden Punkt schon die Gleich-
heit θ(S,Q) = θ(S ∩ (IRi

Q)⊥, Q) gilt. Im wesentlichen benutzt man dabei, daß
die abzählbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ist und
daß X i durch eine abzählbare aufsteigende Folge von kompakten Teilmengen
ausgeschöpft werden kann. Die Details sind elementar und sollen hier nicht
ausgeführt werden.

Damit haben wir Schritt 2 beendet.

Schritt 3: Jetzt sei S eine beliebige kompakte, definierbare Menge und X i

ein beliebiges Stratum.

Sei ε > 0 und P ∈ X i gegeben. Sei φ : IRi ⊃ V 7→ X i, (ξ1, . . . , ξi) 7→
φ(ξ1, . . . , ξi) ein Koordinatensystem für eine Umgebung von P inX i, so daß die
Tangentenvektoren ∂φ

∂ξj
im Punkt P eine orthogonale Basis bilden. Wir wählen
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eine Familie differenzierbarer Normalenvektorfelder v1, . . . , vn−i, die in jedem
Punkt Q in einer Umgebung von P eine orthogonale Basis des Normalenraums
(TQX

i)⊥ bilden.

Wir definieren eine Abbildung

H : V × IRn−i 7→ IRn

H(ξ1, . . . , ξn−i, y1, . . . , yi) = φ(ξ1, . . . , ξn−i) + y1v1 + y2v2 + . . . + yivi

Das Differential von H im Punkt (0, . . . , 0) ist bezüglich der Orthogonalbasen
{ ∂
∂ξ1
, . . . , ∂

∂ξn−i
, ∂
∂y1
, . . . , ∂

∂yi
} bzw. { ∂φ

∂ξ1
, . . . , ∂φ

∂ξn−i
, v1, . . . , vi} die Identität.

Also gibt es genügend kleine Umgebungen U1 von (0, . . . , 0) bzw. U2 von P in
IRn, so daßH eine Bilipschitzabbildung zwischen U1 und U2 mit Lipschitzfaktor
1 + ε ist. Das Urbild S ′ von U2 ∩ S unter H ist eine definierbare Menge. Das
Stratum X i geht unter H über in das flache Stratum IRi ∩U1 und wir können
Schritt 2 anwenden. Demnach ist für fast jeden Punkt Q ∈ IRi ∩U1 die Dichte
des Querschnittes (TQIR

i)⊥ ∩ S ′ bei Q gleich der Dichte von S ′ bei Q:

θ((TQIR
i)⊥ ∩ S ′, Q) = θ(S ′, Q)

UnterH gehen die Querschnitte von S ′ entlang IRi∩U1 über in die Querschnitte
von S entlang X i, weiterhin wissen wir, daß H bilipschitz mit Faktor 1+ ε ist.
Also gibt es eine Funktion ψ : (0,∞) 7→ (0,∞) mit limε→0 ψ(ε) = 1 und

ψ(ε)−1θ(S ′, Q′) ≤ θ(S,H(Q′)) ≤ ψ(ε)θ(S ′, Q′)

sowie

ψ(ε)−1θ((TQ′IRi)⊥ ∩ S ′, Q′) ≤ θ((TH(Q′)X
i)⊥ ∩ S,H(Q′))

≤ ψ(ε)θ((TQ′IRi)⊥ ∩ S ′, Q′)

Für fast jeden Punkt Q in X i ∩ U2 gilt also

ψ(ε)−2θ(S,Q) ≤ θ((TQX
i)⊥ ∩ S,Q) ≤ ψ(ε)2θ(S,Q)

Fassen wir zusammen, was wir bisher bewiesen haben:

Für gegebenes ε > 0 gibt es zu jedem Punkt P ∈ X i eine Umgebung UP , in
der sich die Dichte von S bzw. die Dichte des Querschnittes fast überall nur
um einen Faktor ψ(ε)2 unterscheiden, wobei ψ(ε) → 1 für ε→ 0.
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Aus einfachen Argumenten der Maßtheorie folgt daraus, daß die Dichte von S
und die Dichte des Querschnittes von S für fast jeden Punkt von X i überein-
stimmen.

Das beendet Schritt 3 und damit den Beweis von Theorem 2.6. 2

Bemerkung: Für Lipschitz-stratifizierte Mengen (siehe [Par94]) hat man die
Aussage des Theorems 2.6 nicht nur fast-überall, sondern für jeden Punkt. Das
folgt mit einfachen Argumenten (Integration von Lipschitzvektorfeldern) aus
der Produktformel für Dichten (Theorem 2.5). Für die Kategorie der global
subanalytischen Mengen wurde die Existenz von Lipschitz-Stratifikationen in
[Par94] gezeigt. In anderen o-minimalen Strukturen scheint die Frage nach der
Existenz von Lipschitz-stratifikationen ungeklärt zu sein. Da wir die Haupt-
theoreme für beliebige o-minimale Strukturen formulieren wollen und uns letzt-
lich nur für Maße interessieren, reicht die schwächere

”
fast-überall“-Aussage

der Querschnittsformel für unsere Zwecke aus. An dieser Stelle sei jedoch
die Vermutung geäußert, daß die Querschnittsformel bei Verdier-stratifizierten
Mengen in jedem Punkt richtig ist. Um dies zu zeigen, würde es ausreichen, die
Stetigkeit der Dichte des Querschnitts entlang der Straten zu verifizieren. Für
die Dichte der Menge selbst wurde das bereits in [Co98] getan. Zwei stetige
Funktionen, die auf einer zusammenhängenden Menge fast überall gleich sind,
sind gleich, was die Vermutung beweisen würde. 2

Fassen wir zusammen, was wir in diesem und im vorigen Kapitel bewiesen
haben, so ergibt sich folgendes

Theorem 2.7. Sei S eine zusammenhängende, kompakte, definierbare Menge
der Dimension m mit einer zahmen Stratifikation S = ∪iX i und U ⊂ S eine
Borelmenge. Dann gilt

scal(S, U) =

∫

U∩Xm

s(x)d volm(x)

+ 2

∫

U∩Xm−1

(
k∑

i=1

tr IIwi

)
d volm−1(x)

+ 4π

∫

U∩Xm−2

(
1

2
+ (−1)m

χlok(S, x)

2
− θm(S, x)

)
d volm−2(x)

Dabei bezeichnen w1, w2, . . . , wk die Normalenvektoren von Xm−1 in Richtung
der höchstdimensionalen Straten, IIwi

steht für die symmetrische Bilinearform
(2. Fundamentalform) IIwi

(X, Y ) := −〈∇Xwi, Y 〉 auf Xm−1 und θm(S, x) ist
die m-dimensionale Dichte von S in x. Die lokale Eulercharakteristik ist defi-
niert durch χlok(S, x) := χ(S, S \ {x}).

Beweis: Der dritte Term folgt aus den Abschnitten 1.1.4, und 2.2.1 sowie
Theorem 2.6. Man beachte, daß dieser Term auch dann seine Gültigkeit behält,
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wenn Xm−2 ein Stratum ist, welches nicht auf dem Rand eines m-Stratums
liegt. Treffen in diesem Fall genau i Straten der Dimension m − 1 auf Xm−2,
so ergibt sich aus der Euleradditivität sofort

χlok = (−1)m(1 − i), θm(S, x) = 0, Λm−2(S,−)|Xm−2 = (1 − i

2
) vol |Xm−2

Der zweite Term folgt aus den Berechnungen aus Abschnitt 1.1.4, auch er
behält seine Gültigkeit für ein Stratum Xm−1, welches nicht auf dem Rand
von m-Straten liegt, denn dann ist k = 0 und scal ist identisch 0.

Der erste Term folgt ebenfalls aus Kapitel 1.1.4. Andere Terme gibt es nicht, da
Λm−2 und damit scal auf Straten der Dimension < m−2 identisch verschwindet.
2

2.5 Das Reflexionsgesetz

Satz 2.8. Sei S eine kompakte definierbare Menge mit zahmer Stratifikation
S = ∪iX i, Xm−1 und Xm Straten der Dimension m− 1 bzw. m mit Xm−1 ⊂
Xm. Dann kann die Tangentialabbildung stetig von Xm auf P erweitert wer-
den, das heißt, daß es einen eindeutigen m-dimensionalen Raum T gibt mit
TQX

m → T für Q→ P .

Beweis: Wir bezeichnen die Menge der Limeseinheitsnormalenvektoren von
Xm mit Nore TlimX

m, die Menge der Limeseinheitsnormalenvektoren in P ∈
Xm−1 sei Nore Tlim,PX

m. Dann gilt nach [Ku99]

dim Nore TlimX
m ≤ n− 2

Da die Projektion von Nore TlimX
m auf Xm−1 (stratenweise) submersiv ist und

Xm−1 die Dimension m− 1 hat, gilt

dim Nore Tlim,PX
m ≤ n− 2 − (m− 1) = n−m− 1

Jetzt benutzt man folgendes einfache Lemma der linearen Algebra:

Lemma 2.9. Eine mindestens eindimensionale definierbare Menge von Hy-
perebenen in der Grassmannmannigfaltigkeit GIR(n,m) enthält mindestens ei-
ne m + 1-dimensionale Menge von Punkten aus IRn.

Auf den Beweis des Lemmas soll hier verzichtet werden, wer etwas Lineare
Algebra kennt, kann ihn auch selber durchführen.

Es folgt also, daß

dimTlim,PX
m = 0
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denn anderenfalls hätte die Menge derjenigen n−m-dimensionalen Räume, die
zu einem m-dimensionalen Raum aus Tlim,PX

m orthogonal stehen, Dimension
mindestens 1. Nach dem Lemma hätte dann die Menge der Limeseinheitsnor-
malenvektoren die Dimension mindestens n−m, ein Widerspruch.

Aus topologischen Gründen ist für jedes P ∈ Xm−1 die Menge Tlim,PX
m zu-

sammenhängend. Ist sie nulldimensional, so besteht sie aus nur einem Punkt,
und das bedeutet, daß die Tangentialabbildung stetig auf P fortgesetzt werden
kann. 2

Satz 2.10. Sei S eine kompakte definierbare Menge mit zahmer Stratifika-
tion S = ∪iX i, Xm−1 und Xm Straten der Dimension m − 1 bzw. m mit
Xm−1 ⊂ Xm. Dann gibt es eine definierbare Teilmenge E ⊂ Xm−1 der Di-
mension kleiner als m− 1 so daß für jeden Punkt P ∈ Xm−1 \E die folgenden
beiden Bedingungen erfüllt sind:

a) Die Tangentialabbildung kann stetig von Xm auf P erweitert werden.

b) In der Nähe von P ist Verdier’s Bedingung erfüllt.

Beweis: Wir können die Stratifikation verfeinern, so daß sie in jedem Stratum
Verdier’s Bedingung genügt (siehe [TaLe98]). Die Verdierbedingung ist also
außerhalb einer gewissen Menge E von Straten der Dimension < m − 1 auf
Xm−1 erfüllt.

Die erste Bedingung ist nach dem vorigen Satz nicht nur außerhalb von E,
sondern auf ganz Xm−1 erfüllt. 2

Satz 2.11. Seien Xm und Xm−1 zwei Straten wie oben. Angenommen, die
Tangentialabbildung kann stetig von Xm auf P mit Limestangentialraum T
fortgesetzt werden. Dann können wir Xm in einer Umgebung von P wie folgt
beschreiben: Es gibt eine Orthonormalbasis des IRn mit zugehörigen Koordina-
ten {x1, . . . , xn} und glatte Funktionen g, f so daß:

• TPX
m−1 = {xm = xm+1 = · · · = xn = 0}

• T = {xm+1 = xm+2 = · · · = xn = 0}

• Xm ist der Graph von f über der offenen Menge U = {(x1, . . . , xm) ∈
T : xm > g(x1, . . . , xm−1)}

• Die ersten partiellen Ableitungen von f , ∂f

∂xi
(Q), konvergieren gegen 0 für

Q→ P .

Bemerkung: x1, . . . , xm bildet ein Koordinatensystem von T . Für Punkte
aus T benutzen wir meist dieses Koordinatensystem.
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Beweis: Wir wissen, daß Xm−1 eine glatte m − 1-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des IRn ist. Der Tangentialraum TPX

m−1 ist in T enthalten und
die Dimension von T ist m. Mit dem Satz über implizite Funktionen folgt, daß
die Projektion von Xm−1 auf T eine glatte Hyperfläche in T ist, welche als der
Graph einer glatten Funktion g beschrieben werden kann.

Wählen wir zuerst ein Koordinatensystem auf TPX
m−1, erweitern es zu einem

Koordinatensystem von T und dann zu einem von IRn, so sind die ersten beiden
Bedingungen automatisch erfüllt.

Nach Annahme ist der Tangentialraum TQX
m nahe bei T in der Grassmann-

mannigfaltigkeit. Die Projektion von Xm auf T ist deswegen bijektiv und glatt.
Mit einfachen topologischen Argumenten sieht man, daß das Bild eine der bei-
den Mengen {xm > g(x1, . . . , xm−1)} oder {xm < g(x1, . . . , xm−1)} sein muß.
Indem wir notfalls die Vorzeichen von xm und g wechseln, können wir anneh-
men, daß dieses Bild gleich der Menge U = {xm > g(x1, . . . , xm−1)} ist. DaXm

glatt ist, folgt die Existenz einer glatten Funktion f , so daß Xm der Graph von
f über U ist. Aus der eindeutigen Existenz des Limestangentialraumes folgt,
daß die partiellen Ableitungen f gegen 0 konvergieren. 2

Bemerkung: Wir können f stetig zu einer Funktion auf Ū = U ∪ graph g
erweitern. Der Graph von f über der Menge graph g ist dann einfach Xm−1.
Da das ein glattes Stratum ist, ist f |graph g glatt. Wir wissen weiterhin, daß
TPX

m−1 ⊂ T , das liefert uns die Tatsache, daß die partiellen Ableitungen von
f |graph g bei 0 verschwinden.

Satz 2.12. Gleiche Situation wie oben. Seien A ∈ Xm und P ∈ Xm−1 Punkte
mit di(A, P ) ≤ di(A, P

′) für alle Punkte P ′ ∈ Xm−1, d.h. P ist der bezüglich
der inneren Metrik am nächsten zu A gelegene Punkt von Xm−1. Wir nehmen
weiterhin an, daß es einen eindeutig bestimmten Limestangentialraum T von
Xm in P gibt. Wähle eine Geodätische γ zwischen P und A, parametrisiere
sie nach der Bogenlänge mit γ(0) = P . Sei w der Vektor (0, . . . , 0, 1) in dem
Koordinatensystem von T , welches wir in Satz 2.11 konstruiert haben. Dann
gilt

lim
α→0

γ(α) − P

α
= w

Beweis: Angenommen, es existiert ein Vektor w′ ∈ IRn, w′ 6= w und eine
Folge von reellen Zahlen α1 > α2 > · · · → 0 so daß

lim
i→∞

γ(αi) − P

αi
= w′

Setze ri :=
∥∥∥γ(αi)−P−αiw

′

αi

∥∥∥. Dann strebt ri gegen 0. Aus der Dreiecksunglei-

chung folgt

riαi ≥ de(γ(αi), P ) − αi‖w′‖
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Wir wissen, daß limi→∞
de(γ(αi),P )

αi
= limi→∞

de(γ(αi),P )
di(γ(αi),P )

= 1 (siehe Beweis zu

Satz 2.4). Es folgt ‖w′‖ ≥ 1.

Andererseits gilt immer di ≥ de und damit ‖γ(αi) − P‖ ≤ αi sowie

‖w′‖ ≤
∥∥∥∥w

′ − γ(αi) − P

αi

∥∥∥∥ +

∥∥∥∥
γ(αi) − P

αi

∥∥∥∥ ≤ ri + 1

Wegen ri → 0 folgt ‖w′‖ ≤ 1 und schließlich ‖w′‖ = 1.

Da T der eindeutige Limestangentialraum ist, gilt w′ ∈ T . Eine der ersten
m− 1 Koordinaten von w′ kann nicht 0 sein, da w′ 6= w. Ohne Einschränkung
können wir annehmen, daß w′ = (w1, . . . , wm) mit w1 6= 0.

Dann sind die Koordinaten der Projektion von γ(αi) auf T , ΠTγ(αi) ∈ T ,
gegeben durch (h1, . . . , hm) mit hj = αiwj + o(αi).

Die Strecken Li, die diese Punkte mit

P ′ = (h1, . . . , hm−1, g(h1, . . . , hm−1)) ∈ T

verbinden, haben Länge li = hm − g(h1, . . . , hm−1) (siehe Abbildung 2.1). Da
die Ableitungen von g bei 0 verschwinden, folgt

lim
i→∞

∣∣∣∣
li
αi

∣∣∣∣ = |wm| < 1

Abbildung 2.1:

graph g

πγ(αi)

P ′

P

Für genügend große i hat f beliebig kleine partielle Ableitungen auf Li. Des-
wegen hat das Urbild von Li unter der Projektion auf T , welches eine Kurve
in Xm ist, eine Länge, die nahe bei der Länge von Li ist. Damit ist sie echt
kleiner als αi. Das ist ein Widerspruch, denn wir haben angenommen, daß es
keinen Punkt auf Xm−1 gibt, dessen Abstand zu A kleiner ist als der von P ,
aber P ′ ist ein solcher Punkt. 2

Ein ähnlicher Beweis wird uns folgendes Resultat liefern:
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Satz 2.13. (Reflexionsgesetz) Sei S eine kompakte definierbare Menge mit
einer festen zahmen Stratifikation S = ∪iX i und Xm−1 ein m − 1-Stratum
auf dem Rand von genau zwei m-Straten Xm

1 , X
m
2 . Sei γ eine Geodätische mit

γ(α) ∈ Xm
1 für α < 0, P = γ(0) ∈ Xm−1, die über P hinaus verlängert werden

kann. Wir nehmen an, daß es zu jedem der beiden m-Straten einen eindeutig
bestimmten Limestangentialraum T1 bzw. T2 in P gibt. Wir wählen zu beiden
m-Straten Xm

k , k = 1, 2 jeweils eine Darstellung wie in Satz 2.11. Da sowohl
T1 als auch T2 den Raum TPX

m−1 enthalten, können wir annehmen, daß die
Koordinaten x1, . . . , xm−1 bezüglich dieser beiden Darstellungen auf TPX

m−1

die gleichen sind. Sei w1 = (a1, . . . , am, 0)1 der Tangentenvektor von γ|<0.
Falls w1 nicht in TPX

m−1 enthalten ist, so hat γ|>0 einen eindeutig bestimmten
Tangentenvektor w2 bei P , der durch w2 = (−a1, . . . ,−am−1, am)2 gegeben ist.
(Der Index bezieht sich auf das entsprechende Koordinatensystem).

Bemerkung:

a) Ist w1 in TPX
m−1 enthalten, so gilt das gleiche für w2. Anderenfalls könn-

ten wir den Satz mit vertauschten Rollen von Xm
1 und Xm

2 anwenden.

b) Ist w1 nicht in TPX
m−1 enthalten, so haben beide Seiten von γ ein-

deutig bestimmte Tangenten. Um das zu sehen, muß man den obigen
Satz zweimal anwenden. Es folgt γ(α) = P + αw1 + o(α) und γ(−α) =
P + αw2 + o(α) für kleine positive α.

Beweis des Satzes:
Wir bezeichnen mit Π1 bzw. Π2 die Projektion von IRn auf T1 bzw. T2.

Schritt 1: Wir nehmen zunächst an, daß es eine Folge reeller Zahlen α1 >
α2 > · · · → 0 gibt mit γ(αi) ∈ X̄m

1 für jedes i. Die Menge

{
γ(αi) − P

αi
, i = 1, 2, . . .

}

hat dann einen Häufungspunkt w′ der Norm 1 (das folgt mit gleichen Argu-
menten wie im Beweis von Satz 2.12). Wir wählen eine Unterfolge von {αi}
(die wir aus Bequemlichkeit wieder α nennen), so daß

γ(αi) = P + αiw
′ + o(αi)

Sei w′ in Koordinaten durch w′ = (a′1, a
′
2, . . . , a

′
m)1 gegeben

Da alle partiellen Ableitungen von g in 0 verschwinden, liegt die Strecke zwi-
schen Π1γ(αi) und Π1γ(−αi) vollständig in U . Ihre Länge ist αi‖w′−w‖+o(αi).
Der Graph von f über dieser Strecke liefert eine Kurve in S zwischen γ(αi)
und γ(−αi) mit Länge kleiner oder gleich

(1 + o(1))(αi‖w′ − w‖ + o(αi)) = αi‖w′ − w‖ + o(αi)

48



Das folgt wieder aus der Tatsache, daß die partiellen Ableitungen von f für
αi → 0 gegen 0 gehen.

Andererseits ist γ eine Geodätische zwischen γ(αi) und γ(−αi), das bedeutet

di(γ(αi), γ(−αi)) = 2αi

Aus beiden Ungleichungen folgt ‖w′ − w‖ ≥ 2. Das ist ein Widerspruch, denn
sowohl w′ als auch w haben beide Norm 1 und die Koordinate am > 0 bzw.
a′m ≥ 0. Unsere Annahme muß also falsch sein. Deswegen ist γ(α) ∈ Xm

2 für α
in einem Intervall (0, ε), ε > 0.

Schritt 2: Sei jetzt w′′ ein Tangentenvektor von γ>0, d.h. es gibt eine Folge
reeller Zahlen α1 > α2 > · · · → 0 mit

γ(αi) = P + αiw
′′ + o(αi)

Wieder folgt ‖w′′‖ = 1 mit leichten Argumenten. Sei

w′′ = (a′′1, . . . , a
′′
m, 0 . . . , 0)2 ∈ T2

Betrachte in IRm die Punkte (a1, . . . , am) und (a′′1, . . . , a
′′
m−1,−a′′m). Wegen

am > 0 und a′m ≥ 0 schneidet die Strecke zwischen diesen Punkten die Menge
{xm = 0} in einem Punkt b = (b1, . . . , bm−1, 0).

Für kleine αi liegt die Strecke zwischen Π1γ(−αi) und Q = (b, g1(b))1 voll-
ständig in U1 und hat eine bestimmte Länge l1, während die Strecke zwischen
Π2γ(αi) und R = (b, g2(b))2 in U2 liegt und die Länge l2 hat (siehe Abbildung
2.2). Aus der Tatsache, daß g glatt ist mit in 0 verschwindenden Ableitungen,
können wir schlußfolgern, daß

l1 + l2 = αi‖(a1 − a′′1, . . . , am−1 − a′′m−1, am + a′′m)‖ + o(αi)

Wir können wieder den Graphen von f über der Vereinigung dieser beiden
Strecken betrachten. Das liefert eine Kurve, die γ(αi) und γ(−αi) in S verbin-
det (wegen Π−1

1 (Q) = Π−1
2 (R) ∈ Xm−1) und Länge kleiner oder gleich

αi‖(a1 − a′1, . . . , am−1 − a′m−1, am + a′m)‖ + o(αi)

besitzt.

Das kann nicht kleiner sein als di(γ(αi), γ(−αi)) = 2αi, denn γ ist eine Geodäti-
sche zwischen diesen beiden Punkten. Also ist

‖(a1 − a′1, . . . , am−1 − a′m−1, am + a′m)‖ ≥ 2

Daraus folgt a′1 = −a1, a
′
2 = −a2, . . . , a

′
m−1 = −am−1, a

′
m = am. 2
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Abbildung 2.2:

P

Π1γ(−αi)

Π2γ(αi)

Q

R

graph g2

graph g1

Satz 2.14. Sei S eine kompakte definierbare, zahm stratifizierte Menge, die
die Eigenschaft hat, daß genügend kurze Geodätische verlängert werden können
(z.B. ein CAT(κ)-Raum, der eine topologische Mannigfaltigkeit ist). Sei Xm−1

ein Stratum auf dem Rand von genau zwei höchstdimensionalen Straten Xm
1 , X

m
2 .

Dann gibt es eine dichte Menge von Punkten P ∈ Xm−1, durch die eine
Geodätische γ geht, die eindeutig bestimmte, zu TPX

m−1 orthogonale Tangen-
tenvektoren auf beiden Seiten hat.

Beweis: Wähle einen Punkt A ∈ Xm
1 nahe Xm−1 und den Punkt P , der A in

der inneren Metrik am nähesten ist. So ein Punkt existiert wegen der Stetigkeit
der Abstandsfunktion und Kompaktheitsargumenten. P muß nicht eindeutig
sein, das spielt keine Rolle.

Es ist klar, daß auf diese Weise eine dichte Menge von Punkten P getroffen
wird. Also können wir weiterhin annehmen, daß P die beiden Bedingungen
von Satz 2.10 erfüllt und wir können die Sätze 2.13 und 2.12 anwenden.

Wähle eine Geodätische zwischen A und P und erweitere sie zu einer Geodäti-
schen γ. Wir parametrisieren sie nach der Bogenlänge und so, daß γ(0) = P ,
γ(−di(A, P )) = A. Aus Satz 2.13 folgt γ(α) ∈ Xm

2 für kleine positive α.

Wir wissen wegen Satz 2.12, daß γ|<0 einen eindeutig bestimmten Tangenten-
vektor w1 = (0, . . . , 0, 1)1 hat. Der Index bezieht sich wieder auf das Koordi-
natensystem aus Satz 2.11. Wir können Satz 2.13 anwenden und sehen, daß
γ>0 den Vektor w2 = (0, . . . , 0, 1)2 als Tangente bei P haben muß. Damit ist
der Beweis des Satzes vollständig. 2
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Kapitel 3

Das Haupttheorem für
definierbare Alexandrovräume

Nachdem wir die skalare Krümmung von definierbaren Mengen eingeführt und
verschiedene Weisen zur Berechnung kennengelernt haben, kommen wir zum
Zusammenhang mit der metrischen Differentialgeometrie.

In diesem Kapitel werden wir folgende klassische Aussage der Riemannschen
Geometrie verallgemeinern:

Hat eine Riemannsche Mannigfaltigkeit nichtnegative Schnittkrümmung, so ist
auch die Skalarkrümmung nichtnegativ.

Die Skalarkrümmung einer definierbaren Menge ist ein signiertes Maß und es
macht Sinn zu sagen, daß ein signiertes Maß positiv ist. Doch was bedeutet
es, daß eine definierbare Menge eine nichtnegative Schnittkrümmung hat? Um
dies zu interpretieren, benutzen wir die Theorie der Alexandrovräume. Sie lie-
fert eine Bedingung, die im Falle von Riemannschen Mannigfaltigkeiten zur
Positivität der Schnittkrümmung äquivalent ist, aber für (fast) beliebige me-
trische Räume Sinn macht. Es liegt also nahe, die Aussage

”
Eine definierbare

Menge hat positive Schnittkrümmung“ durch
”
Sie ist ein Alexandrovraum“ zu

interpretieren.

Während der Beweis der obigen klassischen Aussage auf der Hand liegt, ist
die Verallgemeinerung auf definierbare Mengen sehr schwer zu beweisen. Die
Beweisidee ist folgende: wäre das Ergebnis falsch, so könnte man mit Hilfe der
Theorie der Alexandrovräume

”
genügend viele“ Punkte auf der Sphäre mit

paarweise
”
großen“ Abständen konstruieren, was nicht möglich ist.

3.1 Alexandrovräume

Definition 3.1. Ein lokal vollständiger metrischer Raum M heißt Alexan-
drovraum mit nach unten durch κ beschränkter Schnittkrümmung,
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falls die folgenden beiden Eigenschaften erfüllt sind:

a) Die Metrik auf M ist intrinsisch (für beliebige zwei Punkte x, y ∈M und
δ > 0 gibt es eine endliche Folge von Punkten z0 = x, z1, . . . , zk = y in
M , so daß d(zi, zi+1) < δ für alle i = 0, . . . , k−1 und

∑k−1
i=0 d(zi, zi+1) <

d(x, y) + δ gilt).

b) Zu jedem Punkt x ∈ M gibt es eine Umgebung Ux so daß für 4 belie-
bige paarweise verschiedene Punkte (P,A,B, C) in Ux die Ungleichung
∠APB+∠BPC+∠CPA ≤ 2π gilt. Dabei bezeichnet ∠APB den Winkel
bei P̃ eines Vergleichsdreiecks P̃ ÃB̃ ∈ H2

κ mit Seitenlängen d(P̃ , Ã) =
d(P,A), d(P̃ , B̃) = d(P,B), d(Ã, B̃) = d(A,B) (siehe Abbildung 3.1). Die
anderen Winkel sind analog definiert.

Abbildung 3.1:

P

A

B

C P̃

B̃

Ã

∠ÃP̃ B̃

Die Räume, die wir in dieser Arbeit betrachten, haben alle eine innere Me-
trik. Mit

”
Alexandrov’s Bedingung“ meinen wir deshalb stets die zweite der

beiden obigen Bedingungen. Ist M ein lokalkompakter Raum, so können zwei
genügend nahe Punkte durch eine Geodätische verbunden werden. Die Alex-
androvbedingung ist dann äquivalent zu folgender Bedingung: Zu jedem Punkt
x ∈ M gibt es eine Umgebung Ux, so daß für jedes geodätische Dreieck mit
Ecken P,A,B und Punkten X auf [P,A] und Y auf [P,B] die Ungleichung
d(X, Y ) ≥ d(X̃, Ỹ ) gilt. Dabei ist X̃ ein Punkt auf der Geodätischen [P̃ , Ã]
eines Vergleichsdreiecks P̃ , Ã, B̃ in H2

κ, für den d(P,X) = d(P̃ , X̃) gilt. Der
Punkt Ỹ ist entsprechend definiert, er liegt auf der Geodätischen [P̃ , B̃]. Siehe
auch Abbildung 3.2.

Abbildung 3.2: Alexandrov’s Bedingung (κ = 0)

P X P̃

B
Y

A X̃ Ã

B̃

Ỹ

Alexandrovräume verallgemeinern das Konzept einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit mit nach unten beschränkter Schnittkrümmung. Genauer gesagt gilt
folgendes Theorem:
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Theorem 3.2. (Toponogov’s Theorem)
Eine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist genau dann ein
Alexandrovraum mit Schnittkrümmung ≥ κ, wenn die Schnittkrümmung im
klassischen Sinne ≥ κ ist.

Die Bedeutung von Alexandrovräumen ergibt sich aus Grenzüberlegungen in
der Riemannschen Geometrie. Auf der Menge1 MET der metrischen Räume
kann man einen Abstand dG−H einführen (Gromov-Hausdorff-Metrik). Die Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten (fester Dimension) mit Schnittkrümmung ≥ κ
bilden eine Teilmenge, die nicht abgeschlossen ist. Punkte auf dem Rand dieser
Menge können recht schwierige Singularitäten aufweisen, auch Sprünge in der
Dimension sind möglich. Es gibt sehr umfangreiche Literatur darüber, wie die-
ses

”
Zusammenfallen“ (collapsing) vor sich geht, wir verweisen auf [Ber98] für

einen Überblick. Andererseits bildet die Menge der Alexandrovräume mit Di-
mension ≤ n, Krümmung ≥ κ und Durchmesser ≤ D eine kompakte Teilmenge
in (MET, dG−H). Folgen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten, die diese drei
Ungleichungen (mit festen Werten für n,D, κ) erfüllen, konvergieren also gegen
Alexandrovräume. Das erklärt, warum sie in der Riemannschen Geometrie so
wichtig sind.

Wer mehr über dieses recht junge Gebiet wissen möchte, sollte in [B-G-P92]
nachschlagen.

3.2 Beweis des Theorems

Zunächst formulieren wir das Haupttheorem über definierbare Alexandrov-
räume:

Theorem 3.3. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhängende, definierbare
Menge der Dimension m, welche ein Alexandrovraum mit Krümmung ≥ κ
(bezüglich der inneren Metrik) ist. Dann gilt

scal (S,−) ≥ κm(m− 1) vol(S,−)

d.h. für jede Borelmenge U ⊂ S gilt scal (S, U) ≥ κm(m− 1) volm(U).

Beweis: Wegen der Additivität beider Seiten kann man das Theorem straten-
weise beweisen. Dazu betrachten wir eine feste zahme Stratifizierung von S. Da
die Skalarkrümmung auf Straten mit Kodimension größer als 2 identisch 0 ist,
muß die obige Ungleichung nur für die drei Fälle U ⊂ Xm−2, U ⊂ Xm−1 und
U ⊂ Xm gezeigt werden. Das werden wir in den Sätzen 3.7, 3.10, 3.11 und 3.14
tun. Vorher muß allerdings die Topologie von definierbaren Alexandrovräumen
untersucht werden. 2

1(MET, dG−H) ist natürlich weder eine Menge noch ein metrischer Raum, denn sonst
würde sie sich selbst enthalten. Man sollte besser von der Klasse der metrischen Räume
sprechen.
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Korollar 3.4. Gegeben sei eine Analytisch-Geometrische Kategorie C. Sei S
eine abgeschlossene, zusammenhängende C-Menge der Dimension m mit einer
festen Metrik. Falls S ein Alexandrovraum mit Krümmung ≥ κ ist, so gilt

scal (S,−) ≥ κm(m− 1) vol(S,−)

d.h. für jede Borelmenge U ⊂ S gilt scal (S, U) ≥ κm(m− 1) vol(U).

Beweis des Korollars: Alle Größen und Eigenschaften sind lokaler Natur.
Ist S ⊂ M , so können wir mit Hilfe des Satzes von Nash eine Umgebung U
eines Punktes P ∈M isometrisch in einen Euklidischen Raum einbetten, dabei
wird S ∩ U auf eine definierbare Menge abgebildet (siehe die Bemerkungen in
Abschnitt 1.5). Für diese kann man das Haupttheorem anwenden. 2

3.2.1 Topologische Konsequenzen aus der Alexandrov-

bedingung

Für den Rest des Kapitels setzen wir voraus, daß S ein abgeschlossener, defi-
nierbarer Alexandrovraum der Dimension m mit Schnittkrümmung ≥ κ ist.

In den Formeln, die wir in Abschnitt 1.4 abgeleitet haben, kamen sowohl to-
pologische Größen (lokale Eulercharakteristik) wie auch geometrische Größen
(Dichte, mittlere Krümmung) vor. Die topologischen Größen können mit Hilfe
der Alexandrovbedingung recht genau bestimmt werden. Als Ergebnis erhält
man, daß die Topologie von definierbaren Alexandrovräumen in der Nähe von
Straten der Kodimension 1 oder 2 nicht zu kompliziert ist.

Lemma 3.5. Ein m − 1-Stratum Xm−1 liegt im Abschluß von genau einem
oder genau zwei Straten der höchsten Dimension. Im ersten Fall ist jeder Punkt
des Stratums ein Randpunkt im Sinne von [B-G-P92].

Beweis: Da die Hausdorff-Dimension von S genau m ist, sind die Explo-
sionsindices (

”
burst indices“) in der Nähe jedes Punktes konstant m (siehe

[B-G-P92], Korollar 6.5). Das schließt sofort den Fall aus, daß es gar kein
m-Stratum gibt, welches das gegebene m− 1 Stratum auf dem Rand hat.

Wenn es 3 oder mehr solcher Straten gibt, so wählen wir einen Punkt P ∈
Xm−1. Der Normalenschnitt (TPX

m−1)
⊥ ∩ S besteht aus mindestens 3 ein-

dimensionalen Kurven γ1, γ2, γ3, die wir nach der Bogenlänge mit γi(0) = P
parametrisieren können. Wir setzen A(t) = γ1(t), B (t) = γ2 (t), C (t) = γ3 (t).

Für genügend kleine t muß jeder Weg zwischen zwei von diesen Punkten
durch das Stratum Xm−1 gehen. Mit Abschätzungen, wie wir sie in 3.2.3 noch
durchführen werden, sehen wir, daß limt→0 ∠ (A (t) , P, B (t)) = π gilt und ent-
sprechende Gleichungen für die anderen Winkel. Das widerspricht der Alexan-
drovbedingung für das Quadrupel (P,A (t) , B (t) , C (t)). Damit ist die erste
Aussage des Lemmas bewiesen.
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Als nächstes nehmen wir an, daß Xm−1 auf dem Rand von genau einem m-
Stratum liegt. Eine Umgebung eines Punktes P ∈ Xm−1 ist dann homöomorph
zu einem Halbraum der Dimension m. Das ist offensichtlich ein Alexandrov-
raum, in dem Randpunkte im Alexandrovsinne und Randpunkte im gewöhn-
lichen Sinne übereinstimmen. Da die Eigenschaft, Randpunkt im Alexandrov-
sinne zu sein, nur von der Topologie einer Umgebung abhängt ([B-G-P92],
Theorem 13.3 a), muß P ein solcher Randpunkt sein. 2

Lemma 3.6. Für ein Stratum Xm−2 der Kodimension 2 und einen Punkt
P ∈ Xm−2 gibt es die folgenden beiden Möglichkeiten:

a) Die lokale Eulercharakteristik des Normalenschnittes ist 0 und der Punkt
ist ein Randpunkt im Alexandrovsinne.

b) Die lokale Eulercharakteristik des Normalenschnittes ist 1.

Beweis: Der Normalenschnitt bei P besteht aus einer endlichen Vereinigung
von zweidimensionalen Mengen, die jeweils (lokal) aus zwei Kurven (1-Straten)
und einer Fläche zwischen ihnen (2-Stratum) bestehen (besser gesagt kann
man das durch Aufschneiden stets erreichen). Man beachte, daß diese Verei-
nigung nicht leer ist, das folgt wieder aus dem Explosionsindexargument. Je
zwei dieser Mengen können entweder benachbart sein (das bedeutet, daß ihre
Ränder eine gemeinsame Kurve enthalten) oder nicht. Es ist nicht möglich, daß
drei dieser Mengen eine gemeinsame Randkurve haben, denn das würde einen
Widerspruch zum obigen Lemma liefern. Teilen wir diese Mengen bezüglich
der Äquivalenzrelation

”
durch eine Folge von benachbarten Mengen verbun-

den sein“ in Äquivalenzklassen ein, so bestehen diese aus Folgen der Form
(A1, A2, . . . , Al), wobei zwei aufeinanderfolgende Mengen Ai, Ai+1 stets be-
nachbart sind und A1 und Al entweder benachbart sind oder nicht.

Angenommen, es gibt drei oder mehr solcher Äquivalenzklassen. Mit ähnli-
chen Argumenten wie im Beweis des obigen Lemmas erhielten wir einen Wi-
derspruch zur Alexandrovbedingung.

Angenommen, es gibt genau eine solche Äquivalenzklasse (A1, A2, . . . , Al).
Sind A1 und Al benachbart, so ist eine Umgebung des Normalenschnittes bei
P zur Euklidischen Ebene IR2 homöomorph und die lokale Eulercharakteristik
ist 1 (Fall b). Sind A1 und Al nicht benachbart, so ist eine Umgebung des Nor-
malenschnittes bei P homöomorph zu einem zweidimensionalen Halbraum und
die lokale Eulercharakteristik ist 0. Die Kurve auf dem Rand von A1, welche
nicht Randkurve von A2 ist, besteht aus Randpunkten im Alexandrovsinne,
da sie einem m− 1-Stratum in S entspricht, welches auf dem Rand genau ei-
nes m-Stratums liegt. Der Alexandrovrand ist abgeschlossen (siehe [B-G-P92],
Theorem 13.3 b). Damit muß P ein Randpunkt sein (Fall a).

Es bleibt der Fall, daß es genau zwei solcher Äquivalenzklassen gibt. Wir be-
zeichnen sie mit A = (A1, . . . , Al) und B = (B1, . . . , Bk). Sind A und B
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geschlossen, d.h. sowohl A1 und Al als auch B1 und Bk sind benachbart, dann
ist χlok = 1 und wir sind wieder im Fall b. Ist A offen und B geschlossen
(oder umgedreht), so ist χlok = 0 und P ist ein Randpunkt wie oben (siehe
Abbildung 3.3).

Abbildung 3.3:

A1

A2
A3

A4

B1

B2

B3

B4

Offene Äquivalenzklasse Geschlossene Äquivalenzklasse

γ1

γ2

Wir können also annehmen, daß sowohl A als auch B offen sind. In diesem
Fall ist χlok = −1. Sei α1 der Winkel von A bei P und α2 der Winkel von B
bei P . Wäre α1 > 0 so könnten wir die Randkurven von A nehmen, welche
dadurch charakterisiert sind, daß sie auf dem Rand von A1 bzw. Al, aber
nicht auf dem Rand eines anderen Ai liegen. Wir parametrisieren sie nach
der Bogenlänge und nennen sie γ1 und γ2 (siehe Abbildung 3.3, links). Sei
weiterhin γ3 irgendeine nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve in B. Dann
ist limt→0 ∠ (P, γ1 (t) , γ2 (t)) = α1 > 0, limt→0 ∠ (P, γ1,2 (t) , γ3 (t)) = π. Das ist
ein Widerspruch zu Alexandrov’s Bedingung für das Quadrupel (P, γ1, γ2, γ3).
Folglich ist α1 = 0 und mit analogen Argumenten folgt α2 = 0.

Nach Abschnitt 2.1 folgt, daß die Dichte des Normalenschnittes in diesem Fall
0 ist. Die lokale Eulercharakteristik ist aber entlang Straten einer Whitney-
Stratifikation konstant, also muß dann die Dichte des Normalenschnittes ent-
lang des Stratums Xm−2 überall 0 sein. Nach Theorem 2.6 ist dann die Dichte
von S für fast jeden Punkt P ∈ Xm−2 0. Speziell gibt es mindestens einen
Punkt, wo sie 0 ist. Das widerspricht Satz 3.12, wo gezeigt wird, daß die Dich-
te stets positiv ist. Dieser Fall kann also ausgeschlossen werden.

Bemerkung: Mit Blick auf das Lemma 3.5 könnte man vermuten, daß ein
definierbarer Alexandrovraum immer eine topologische Mannigfaltigkeit mit
Rand ist. Das ist allerdings nicht der Fall. Beispielsweise kann man CP 2 mit
einer Metrik mit positiver Krümmung (≥ κ > 0) versehen, isometrisch in
einen Euklidischen Raum IRN einbetten (nach Nash) und diesen durch ei-
ne definierbare Mannigfaltigkeit M ′ mit Krümmung ≥ κ

2
approximieren. Be-

trachte IRN als Teilraum von IRN+1 = IRN × IR in der natürlichen Weise
und betrachte die sphärische Projektion auf die Sphäre mit Radius R und
Mittelpunkt P = (0, 0, . . . , 0, R). Mit leichten Stetigkeitsargumenten sieht
man, daß für genügend großes R die Projektion M ′′ von M ′ auf diese Sphäre
nach unten durch κ

4
beschränkte Krümmung hat. Wir wählen R so groß, daß

R2 κ
4
> 1. Dann ist der Kegel C über M ′′ mit Basispunkt P definierbar und ein

56



Alexandrovraum mit Krümmung ≥ 0 (siehe [B-G-P92], Proposition 4.2.3.).
Andererseits ist die lokale Eulercharakteristik von C bei P gegeben durch
χlok(C, P ) = 1 − χ(M ′′) = 1 − χ(CP 2) = −2. Die lokale Eulercharakteristik
einer topologischen Mannigfaltigkeit (eventuell mit Rand) ist in jedem Punkt
−1,0 oder 1. Also ist der konstruierte Alexandrovraum C keine topologische
Mannigfaltigkeit. 2

3.2.2 Straten höchster Dimension

Aus Lemma 1.9 entnehmen wir, daß das Skalarkrümmunsmaß auf Xm nichts
anderes als das Intergal über die gewöhnliche Skalarkrümmung ist. Die Alex-
androvbedingung in glatten Punkten (für ein gegebenes κ) ist äquivalent zur
Bedingung, daß die Schnittkrümmung K nach unten durch κ beschränkt ist.
Aus K ≥ κ folgt s ≥ κm(m− 1). Daraus folgt sofort:

Satz 3.7. Sei S wie immer ein abgeschlossener, zusammenhängender, defi-
nierbarer Alexandrovraum mit nach unten durch κ beschränkter Krümmung.
Dann gilt für jedes m-Stratum Xm:

scal |Xm(S,−) ≥ κm(m− 1) vol |Xm(−)

3.2.3 Straten der Kodimension 1

Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen wie in Abschnitt 1.4.2.

Zunächst nehmen wir an, daß wir ein m − 1-Stratum Xm−1 gegeben haben,
welches auf dem Rand genau zweier m-Straten liegt.

Wähle einen festen Punkt P ∈ Xm−1. Auf T := TPX
m−1 kann man ein or-

thonormales Koordinatensystem fixieren. Die Exponentialabbildung bildet die
Koordinatenlinien auf gewisse Kurven ab, die nach der Bogenlänge parametri-
siert sind und in P paarweise orthogonal sind. Indem wir diese Exponential-
abbildung als φ benutzen, müssen wir zeigen, daß

h(P ) =
1

2π

〈
∑

i=1,... ,m−1

∂2φ

∂ξ2
i

, w1 + w2

〉
=

1

2π

〈
∑

i=1,... ,m−1

x′′i (0), w1 + w2

〉

auf Xm−1 nicht negativ sein kann, falls S ein Alexandrovraum mit Schnitt-
krümmung ≥ κ ist.

Wir führen die Berechnungen nur für den Fall κ = 0 durch, der allgemeine
Fall folgt durch leichte Modifikationen (z.B. muß IRm durch Räume konstanter
Schnittkrümmung κ ersetzt werden usw. ). Am Ende des Abschnitts geben wir
einige Andeutungen für den allgemeinen Fall.
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Wir bezeichnen mit T⊥ den Normalenschnitt, d.h. den affinen Raum der Di-
mension n − m + 1, der orthogonal auf T steht und durch P geht. Dann ist
T⊥ ∩ S (lokal) eine Vereinigung von zwei definierbaren Kurven, die wir nach
Bogenlänge parametrisieren. Das liefert uns Funktionen

γ1, γ2 : [0, ε) 7→ T⊥ ⊂ IRn

mit γ1 (0) = γ2 (0) = P .

Man beachte, daß γ1, γ2 keine definierbaren Funktionen sein müssen, ihr Bild ist
aber definierbar. Es gibt also eindeutig bestimmte Tangentenvektoren w1, w2

der Länge 1 bei P und es ergibt sich für α → 0 folgendes asymptotisches
Verhalten:

γj (α) = P + αwj + rj (α)

Dabei ist rj irgendeine Funktion, so daß hj (α) :=
‖rj(α)‖

α
für α → 0 gegen 0

konvergiert. Es folgt

γj (α) = P + αwj +O (αhj (α)) (3.1)

Dieselbe Beziehung bleibt natürlich erhalten, wenn wir hj durch eine größere
Funktion ersetzen, die immer noch gegen 0 konvergiert. Wir können also ohne
Einschränkung zusätzlich annehmen, daß hj monoton fallend für α → 0 ist
und daß hj(α) ≥ α2. Diese technischen Details brauchen wir später.

Schritt 1:

Zuerst schätzen wir die Winkel ∠ (xi (s) , P, xj (s)) für i 6= j nach unten ab.

Wir schreiben

xi (s) = P + sx′i (0) +
s2

2
x′′i (0) +O

(
s3
)

xj (s) = P + sx′j (0) +
s2

2
x′′j (0) +O

(
s3
)

und setzen

x′i := x′i(0)

Da diese Kurven nach der Bogenlänge parametrisiert sind, gilt 〈x′, x′′〉 = 0.
Weiterhin gilt trivialerweise

d (P, xi (s)) ≤ s

d (P, xj (s)) ≤ s
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Andererseits ist

d (P, xi (s))
2 ≥ dE (P, xi (s))

2 = s2 +O
(
s4
)

also

d (P, xi (s)) ≥ s+O
(
s2
)

Wir finden entsprechend d (P, xj (s)) ≥ s+O (s2). Die dritte Seite des Dreiecks
kann durch den Euklidischen Abstand abgeschätzt werden:

d (xi (s) , xj (s))2 ≥ dE (xi (s) , xj (s))2

= ‖s
(
x′i (0) − x′j (0)

)
+
s2

2

(
x′′i (0) − x′′j (0)

)
+O

(
s3
)
‖2

= 2s2 − s3
(
〈x′i, x′′j 〉 + 〈x′j, x′′i 〉

)
+ O

(
s4
)

Aus dem Kosinussatz folgt sofort

cos ∠ (xi (s) , P, xj (s)) =
d (xi (s) , P )2 + d (xj (s) , P )2 − d (xi (s) , xj (s))2

2d (xi (s) , P ) d (xj (s) , P )

≤
s2 + s2 − 2s2 + s3

(
〈x′i, x′′j 〉 + 〈x′j, x′′i 〉

)
+O (s4)

2 (s+O (s2)) (s+O (s2))

=
s

2

(
〈x′i, x′′j 〉 + 〈x′j, x′′i 〉

)
+O

(
s2
)

Damit sehen wir daß

∠ (xi (s) , P, xj (s)) ≥ π

2
− s

2

(
〈x′i, x′′j 〉 + 〈x′j, x′′i 〉

)
±O

(
s2
)

(3.2)

Analog gilt

∠ (xi (−s) , P, xj (s)) ≥
π

2
− s

2

(
〈−x′i, x′′j 〉 + 〈x′j, x′′i 〉

)
± O

(
s2
)

Schritt 2:

Das nächste Ziel ist die Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der Winkel
∠ (xi (s) , P, γj (α)) (i = 1, . . . , m− 1, j = 1, 2). Nach Konstruktion ist γj nach
Bogenlänge parametrisiert und aus Gleichung 3.1 folgt

α−O (αh (α)) ≤ de (P, γj (α)) ≤ di (P, γj (α)) ≤ α
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Die Abstände zwischen xi (s) und γj (α) können nach unten durch den Eukli-
dischen Abstand beschränkt werden:

di (xi (s) , γj (α))2 ≥ de (xi (s) , γj (α))2

= ‖γj (α) − P − sx′i (0) − s2

2
x′′i (0) +

s3

6
x′′′i (0) +O

(
s4
)
‖2

Nach Konstruktion gilt γj (α) − P ⊥ x′i (0). Setzen wir die asymptotische
Entwicklung für γj (α) ein, so sehen wir daß

d (xi (s) , γj (α))2 ≥ α2 + s2 − αs2〈wj, x′′i (0)〉 + O
(
α2hj (α)

)

+O
(
s4
)

+O
(
αs3
)

+O
(
αhj (α) s2

)

Wir setzen αj := s2hj (s)−
1

2 ≤ s. Das ist ein wichtiger Punkt im Beweis,
mit anderen Werten von αj fallen die störenden Terme in der asymptotischen
Entwicklungen nicht weg. Bei dieser Wahl von αj bleiben nur die Terme, die
man wirklich braucht.

Es gelten die folgenden Ungleichungen:

α2
jhj (αj)

αjs2
= hj (s)−

1

2 hj (αj) ≤ hj (s)
1

2 → 0

und

αjhj (αj) s
2

αjs2
= hj (αj) → 0

Die beiden anderen O-Terme verhalten sich in derselben Weise. Also folgt

d (xi (s) , γj (αj))
2 ≥ α2

j + s2 − αjs
2〈wj, x′′i (0)〉 + o

(
αjs

2
)

Mit dem Kosinussatz folgt wieder

cos ∠ (xi (s) , P, γj (αj)) =
d (xi (s) , P )2 + d (γj (αj) , P )2 − d (xi (s) , γj (αj))

2

2d (xi (s) , P ) d (γj (α) , P )

≤
s2 + α2

j − α2
j − s2 + αjs

2〈wj, x′′i (0)〉 + o (αjs
2)

2 (s+O (s2)) (αj +O (αjhj (αj)))

=
s

2
〈wj, x′′i (0)〉 + o (s)
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Wir schließen daraus, daß

∠ (xi (s) , P, γj (αj)) ≥
π

2
− s

2
〈wj, x′′i (0)〉 + o (s) (3.3)

Entsprechende Ungleichungen gelten natürlich auch, wenn man xi (s) durch
xi (−s) ersetzt.

Schritt 3:

Aus technischen Gründen, die später klar werden, brauchen wir auch noch
Abschätzungen für die Winkel ∠ (xi (s) , P, xi (−s)) und ∠ (γ1 (α1) , P, γ2 (α2)).

Es gilt

cos ∠ (xi (s) , P, xi (−s)) = −1 + o (1)

Dabei bezeichnet o (1) einen Term, der für s→ 0 gegen 0 strebt.

Es folgt

∠ (xi (s) , P, xi (−s)) = π + o (1) (3.4)

Der Beweis dafür ist ähnlich den Beweisen in den Schritten 1 und 2: Anwenden
des Kosinussatzes und Abschätzen der Abstände d (xi (s) , xi (−s)) durch die
Euklidischen Abstände.

Analog haben wir

∠ (γ1 (α1) , P, γ2 (α2)) = π + o (1) (3.5)

Das sieht man ohne Probleme, wenn man die Abstände γ1 (α1) und γ2 (α2) nach
oben durch die Summe der beiden Euklidischen Abstände dE (γ1 (α1) , X

m−1)
sowie dE (γ2 (α2) , X

m−1) abschätzt. Beide Terme verhalten sich asymptotisch
wie α1 bzw. α2. Der Rest folgt aus dem Kosinussatz.

Lemma 3.8. Gegeben seien 2m Punkte (A1, B1, A2, B2, . . . , Am, Bm) auf der
Einheitssphäre Sm−1. Wir nehmen an, daß

• d (Ai, Aj) , d (Bi, Bj) ≥ π
2
− ε für i 6= j

• d (Ai, Bj) ≥ π
2
− ε für alle i 6= j

• d (Ai, Bi) ≥ π − ε

Dann gilt

• d (Ai, Aj) , d (Bi, Bj) ≤ π
2

+ 2ε für i 6= j
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• d (Ai, Bj) ≤ π
2

+ 2ε für alle i 6= j.

Beweis: Sei A′
i der diametral zu Ai gelegene Punkt. Dann ist d (Bi, A

′
i) ≤ ε

und damit

d (Aj, Bi) ≤ d (Aj, A
′
i) + d (A′

i, Bi) ≤ π − d (Aj, Ai) + ε ≤ π

2
+ 2ε

Die anderen Ungleichungen beweist man auf ähnliche Weise. 2

Lemma 3.9. Sei Am

(
d1, . . . , d(m

2 )

)
das m − 1-dimensionale Volumen eines

m-Simplexes auf der Einheitssphäre Sm−1 mit Seitenlängen d1, . . . , d(m
2 )

. Dann

gilt

km :=
∂

∂di
A
(
d1, . . . , d(m

2 )

)
| 
d1=...=d

(m
2 )

=π
2

! > 0

Beweis:

Es gilt folgende Gleichung:

Am

(π
2
, . . . ,

π

2
, d1, . . . , d(m−1

2 )

)
=

sm−1

2sm−2
Am−1

(
d1, . . . , d(m−1

2 )

)

Deswegen ist

km =
sm−1

2sm−2
km−1

Induktiv zeigt man dann, daß

km =
sm−1

2m−1π
> 0

2

Dieses Lemma soll in unserer Situation angewendet werden. Nach [B-G-P92]
gibt es eine Abbildung Φ : S 7→ IRm (die nicht notwendigerweise stetig sein
muß), die die Abstände von P aus invariant läßt und die anderen Abstände
nicht verkleinert. Die Bildpunkte bezeichnen wir mit P̃ , Ã, . . . . Der Strahl, der
von P̃ ausgeht und durch Ã geht, schneidet die Sphäre Sm−1 in genau einem
Punkt A. Es gilt

∠

(
A, P̃ , B

)
= ∠

(
Ã, P̃ , B̃

)
≥ ∠ (A, P,B)
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Wir setzen A1 = γ1 (α1), B1 = γ2 (α2), A2 = x1 (s), B2 = x1 (−s), . . . , Am =
xm−1 (s), Bm = xm−1 (−s) (zur Erinnerung: αj = αj(s)).

Wir wählen ε > 0 genügend klein so daß die Funktion
”
m − 1-Volumen ei-

nes m-Simplexes auf der Sphäre“ monoton wachsend in den Seitenlängen ist,
wenn diese im Intervall

(
π
2
− 2ε, π

2
+ 2ε

)
liegen. Aus den Ungleichungen 3.2,

3.3, 3.4 und 3.5 schlußfolgern wir, daß die Voraussetzungen des Lemmas 3.8
für genügend kleine s erfüllt sind. Wir betrachten die 2m m-Simplizes, welche
nicht gleichzeitig Ai und Bi für ein festes i als Ecke haben. Nach Lemma 3.8
sind alle Seitenlängen im Intervall

(
π
2
− 2ε, π

2
+ 2ε

)
und dort ist die Volumen-

funktion monoton wachsend. Die Summe der entsprechenden Volumen der 2m

Simplizes ist genau dem Volumen der m−1-Sphäre, sm−1, da sie eine Partition
der Sphäre bilden.

Sei

Ψ (x1 (±s) , . . . , xm−1 (±s) , γ1,2 (α1,2))

das Volumen eines Simplexes auf Sm−1, dessen Seitenlängen gleich den Winkeln
der Punkte (x1 (±s) , . . . , xm−1 (±s) , γ1,2 (α1,2)) mit P sind. Dann gilt

∑
Ψ (x1 (±s) , . . . , xm−1 (±s) , γ1,2 (α)) ≤ sm−1

weil die Winkel bei P̃ zwischen den Bildpunkten A1 = γ1 (α1), B1 = γ2 (α2),
A2 = x1 (s), B2 = x1 (−s), . . . , Am = xm−1 (s), Bm = xm−1 (−s) nicht kleiner
sind als die entsprechenden Winkel zwischen den Originalpunkten und weil die
Volumenfunktion monoton wachsend ist.

Wir berechnen Ψ (x1 (s) , . . . , xm−1 (s) , γ1 (α1)):

Ψ (x1 (s) , . . . , xm−1 (s) , γ1 (α1))

= Am (∠ (x1 (s) , P, x2 (s)) ,∠ (x1 (s) , P, x3 (s)) , . . . ,∠ (x1 (s) , P, γ1 (α1)) , . . . )

≥ Am

(π
2
− s

2
(〈x′1, x′′2〉 + 〈x′2, x′′1〉) ± O

(
s2
)
, . . . ,

π

2
− s

2
〈w1, x

′′
1 (0)〉 + o (s) , . . .

)

= Am

(π
2
, . . . ,

π

2

)
−km

s

2
((〈x′1, x′′2〉 + 〈x′2, x′′1〉 + . . .+ 〈w1, x

′′
1 (0)〉 + . . . ))+o (s)

Ähnliche Ungleichungen gelten für die anderen Kombinationen (erstze x (s)
durch x (−s) oder γ1 (α2) durch γ1 (α1)).

Wir nehmen die Summe all dieser Ungleichungen. Dabei fallen Terme der Form
〈x′1, x′′2〉 weg und es bleibt
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sm−1 ≥
∑

Ψ (x1 (±s) , . . . , xm−1 (±s) , γ1,2 (α1,2))

≥ 2mAm

(π
2
, . . . ,

π

2

)
−
∑

km
s

2
(〈w1,2, x

′′
1 (0)〉 + . . . ) + o (s)

= sm−1 − 2m−2kms (〈w1 + w2, x
′′
1 (0)〉 + . . . ) + o (s)

Für s→ 0 ergibt sich

m−1∑

i=1

〈w1 + w2, x
′′
i (0)〉 ≥ 0

Dieser Term ist bis auf den konstanten Faktor 2π > 0 gerade der Term, über
den integriert werden muß, wenn man Λm−2(S,−) auf dem Stratum Xm−1

berechnet. Deshalb sind Λm−2|Xm−1 und scal(S,−)|Xm−1 nichtnegative Maße.

Bemerkung: Wir haben die Berechnungen nur für κ = 0 durchgeführt und
wollen jetzt andeuten, welche Änderungen im Falle κ 6= 0 nötig sind. Zunächst
muß der Kosinussatz durch die entsprechende Version in Räumen mit konstan-
ter Schnittkrümmung κ ersetzt werden. Die asymptotischen Entwicklungen
der betrachteten Winkel sind die gleichen. Das ist nicht sehr überraschend,
da beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeiten asymptotisch isometrisch zum
Euklidischen Raum sind.

Die Abbildung Φ liefert Punkte in Hm
κ . Sie können mit P̃ durch Geodätische

verbunden werden. Die Winkel zwischen diesen Geodätischen sind genau die
Winkel zwischen den betroffenen Punkten, da wir in einem Raum konstanter
Krümmung sind. Im Tangentialraum TP̃H

m
κ , welcher isometrisch zu IRm ist,

liegen die Tangenten dieser Geodätischen. Die Winkel zwischen ihnen sind
wieder nach den gleichen Formeln nach unten beschränkt wie im Fall κ = 0.
Identifiziert man einen Tangentenvektor mit einem Punkt auf der Sphäre, so
kann man wieder das Lemma 3.9 anwenden.

Alternativ könnte man anstelle von Φ : S 7→ Hm
κ die Abbildung exp−1

P̃
◦Φ :

S 7→ TP̃H
m
κ = IRm nehmen. Dann funktioniert die gleiche Argumentation wie

im Fall κ = 0.

Wir haben also gezeigt:

Satz 3.10. Sei S ein (abgeschlossener, zusammenhängender und definierba-
rer) Alexandrovraum mit Krümmung ≥ κ und Xm−1 ein Stratum, welches auf
dem Rand von genau zwei m-Straten liegt, dann gilt

scal(S,−)|Xm−1 ≥ 0

Korollar 3.11. Sei S ein (abgeschlossener, zusammenhängender und defi-
nierbarer) Alexandrovraum mit Krümmung ≥ κ und Xm−1 ein Stratum, wel-
ches auf dem Rand von genau einem m-Stratum liegt, dann gilt

scal(S,−)|Xm−1 ≥ 0
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Beweis des Korollars: Der Normalenschnitt (TPX
m−1)

⊥ ∩ S besteht nun
aus genau einer Kurve mit Richtung w. Um scal(S,−) auf Xm−1 zu berechnen,
müssen wir über den Ausdruck 2

∑m−1
i=1 〈w, x′′i (0)〉 integrieren (Theorem 2.7).

Nach Lemma 3.5 sind alle Punkte dieses Stratums Randpunkte. Wir können
zwei Kopien von S entlang dem Rand verkleben und erhalten erneut einen
Alexandrovraum mit Krümmung ≥ κ. Das folgt aus dem

”
doubling theorem“

aus [B-G-P92]. Das Stratum Xm−1 wird dann zu einem Stratum auf dem Rand
von genau zwei m-Straten. Jetzt folgt aus Satz 3.10, daß

∑m−1
i=1 〈w, x′′i (0)〉 ≥ 0

gilt. Also ist scal(S,−) ≥ 0 auf Xm−1. 2

3.2.4 Die Dichte von Alexandrovräumen

Satz 3.12. Sei M ein Alexandrovraum mit Krümmung ≥ κ und Dimension
m, P ∈ S. Wir bezeichnen das m-dimensionale Hausdorff-Maß mit vol. Dann
existiert die Dichte θ (S, P ) := limr→0

volBi(P,r)
bmrm , ist positiv und kleiner oder

gleich 1. Ist P ein Randpunkt, so ist sie kleiner oder gleich 1
2
.

Bemerkung: Dieser Satz wurde in [Shen93] bewiesen. Dort findet man auch
genauere Aussagen über die Dichte in Alexandrovräumen. Grob gesagt gilt:
Ist die Dichte in jedem Punkt groß, so muß der Raum sehr regulär sein. Wir
skizzieren den Beweis des Satzes:

Beweis des Satzes: 1. Fall: κ = 0

Wir setzen

Mr := M ∩B(P, r)

und müssen zeigen, daß volm Mr

rm einen Grenzwert für r → 0 besitzt.

Behauptung: Ist r′ < r, so ist
volm Mr′

r′m
≥ volm Mr

rm .

Um die Behauptung zu zeigen, wähle zu jedem Punkt Q ∈ B(P, r) ∩M eine
Geodätische γQ zwischen P undQ in M . Sie wird nach der Bogenlänge parame-
trisiert mit γQ(0) = P . Definiere die Funktion h : B(P, r)∩M 7→ B(P, r′)∩M
durch

h(Q) := γQ

(
r′

r
d(P,Q)

)

Nach der Alexandrovungleichung gilt für alle Q,Q′ ∈ B(P, r)

d(h(Q), h(Q′)) ≥ r′

r
d(Q,Q′)

Daraus folgt die Behauptung.

65



Nach [B-G-P92], Theorem 10.2. gilt aber auch volmMr ≤ bmrm. Demnach ist
die Funktion volm Mr

bmrm für fallende r monoton wachsend und durch 1 beschränkt,
besitzt also einen Grenzwert ≤ 1 und > 0.

2. Fall: κ 6= 0 Man geht zunächst genauso vor wie im Fall κ = 0. Die Alexan-
drovungleichung muß jetzt aber für H2

κ angewendet werden. Da H2
κ lokal fast

isometrisch (d.h. Lipschitz-äquivalent mit Lipschitz-Konstante nahe bei 1) zu
IR2 ist, folgt für alle Q,Q′ ∈ B(P, r) ∩M

d(h(Q), h(Q′)) ≥ (1 − ε(r))
r′

r
d(Q,Q′)

mit einer Funktion ε > 0, die für r gegen 0 auch gegen 0 geht. Daraus folgt
wieder leicht die Existenz eines Grenzwertes ≤ 1

Ist P ein Randpunkt, so können wir zwei Kopien von M entlang des Randes
verkleben und erhalten erneut einen Alexandrovraum mit Krümmung ≥ κ
([B-G-P92], Theorem 13.3 d). Die Dichte in P verdoppelt sich dabei und muß
also kleiner oder gleich 1

2
sein. 2

Korollar 3.13. Ist S eine kompakte, zusammenhängende definierbare Menge
der Dimension m, die bezüglich des inneren Abstandes ein Alexandrovraum
nichtnegativer Krümmung ist, so gilt für jeden Punkt P ∈ S die Ungleichung

volS

bm(diamS)m
≤ θ(S, P ) ≤ 1

Beweis: trivial, folgt aus der im Beweis zu 3.12 gezeigten Behauptung.

3.2.5 Straten der Kodimension 2

Satz 3.14. Sei S ein (abgeschlossener, zusammenhängender und definierba-
rer) Alexandrovraum mit Krümmung ≥ κ und Dimension m, Xm−2 ein Stra-
tum der Dimension m− 2. Dann ist scal(S,−)|Xm−2 ≥ 0

Beweis: Sei P ∈ Xm−2. Wir benutzen Lemma 3.6. Der Term, den wir integrie-
ren müssen, um scal(S,−)|Xm−2 zu berechnen, ist nach Theorem 2.7, Abschnitt
1.4.3 und Satz 2.2 gegeben durch den Ausdruck

4π





1

2
+
χlok

(
(TPX

m−2)
⊥ ∩ S, P

)

2
− θ(S, P )





Ist χlok = 1, so ist der Term gleich 1 − θ ≥ 0 nach Satz 3.12.

Ist χlok = 0 und P ein Randpunkt, so ist die zu integrierende Größe gegeben
durch 1

2
− θ (S, P ) ≥ 0.

In jedem Fall wird über eine nichtnegative Größe integriert, woraus Satz 3.14
folgt. 2
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Kapitel 4

Das Haupttheorem für
definierbare Räume mit K ≤ κ

Mit Blick auf Theorem 3.3 stellt sich natürlich die Frage, ob ein analoges
Theorem auch für nach oben beschränkte Krümmung richtig ist. Dazu muß
zunächst geklärt werden, wann ein metrischer Raum eine nach oben beschränk-
te Schnittkrümmung hat. Dazu gibt es ein ganzes Buch, [Bri99], auf das wir
uns im folgenden beziehen werden.

Das Haupttheorem dieses Kapitels ist folgendes Theorem:

Theorem 4.1. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhängende, definierbare
Menge der Dimension m. Wir setzen voraus, daß für eine Stratifikation von
S jedes m− 1-Stratum auf dem Rand von genau zwei m-Straten liegt und daß
S bezüglich der inneren Metrik ein Raum mit nach oben durch κ beschränkter
Krümmung ist. Dann gilt

scal(S,−) ≤ κm(m− 1) vol(S,−)

d.h. für jede Borelmenge U ⊆ S gilt scal(S, U) ≤ κm(m− 1) vol(U).

Bemerkungen:

• Man sieht beispielsweise an einem abgeschlossenen Ball im Euklidischen
Raum, daß das Theorem im allgemeinen nicht gültig ist, falls es ein m−1-
Stratum gibt, welches auf dem Rand nur eines m-Stratums liegt.

• Die Bedingung an die m−1-Straten hängt nicht von der gewählten Stra-
tifikation ab. Man kann diese Bedingung auch so formulieren, daß die
Menge der Punkte P ∈ S, in deren Nähe S eine topologische Mannigfal-
tigkeit ist, Kodimension mindestens 2 hat. Das ist z.B. der Fall, wenn S
eine topologische Mannigfaltigkeit ist.
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• Die obige Bedingung ist noch relativ stark, hier sind eventuell Verbes-
serungen möglich. Die Vermutung, daß das Theorem seine Richtigkeit
behält, wenn man nur noch fordert, daß jedes m − 1-Stratum auf dem
Rand von mindestens zwei m-Straten liegt, erweist sich als falsch. Aller-
dings ist unter dieser schwächeren Voraussetzung die Einschränkung von
scal auf Straten der Kodimension 0 oder 1 immer noch ein nichtpositives
Maß, erst in Kodimension 2 kann es Probleme geben.

Beweis des Theorems: Es kann wieder stratenweise vorgegangen werden,
wobei nur Straten der Dimensionen m, m−1 und m−2 einen Beitrag zu Λm−2

liefern. Für m-Straten folgt die Aussage mit der gleichen Argumentation wie
bei den Alexandrovräumen. Für m − 1 und m − 2- Straten folgt sie aus den
Sätzen 4.11 und 4.6. 2

Korollar 4.2. Gegeben sei eine Analytisch-Geometrische Kategorie C. Sei S
eine abgeschlossene, zusammenhängende C-Menge der Dimension m mit einer
festen Metrik. Wir setzen voraus, daß für eine Stratifikation von S jedes m−1-
Stratum auf dem Rand von genau zwei m-Straten liegt. Falls S ein Raum mit
nach oben durch ≤ κ beschränkter Krümmung ist, so gilt

scal (S,−) ≤ κm(m− 1) vol(S,−)

d.h. für jede Borelmenge U ⊂ S gilt scal (S, U) ≥ κm(m− 1) vol(U).

Beweis des Korollars: Der Beweis erfolgt analog wie der Beweis des Korol-
lars zum Haupttheorem über definierbare Alexandrovräume. 2

Bevor wir zu den Details des Beweises des Theorems kommen, wollen wir ihn
mit der analogen Aussage für Alexandrovräume vergleichen.

Bei definierbaren Alexandrovräumen folgen aus der Alexandrovungleichung
sofort starke Einschränkungen an die Topologie der Menge, während man bei
Räumen mit nach oben beschränkter Krümmung eine Bedingung an die Topo-
logie voraussetzen muß. Diese Bedingung wird auf zwei Weisen benutzt: einer-
seits folgt aus ihr, daß Geodätische durch m−1-Straten hindurch auf geeignete
Weise verlängert werden können. Andererseits erhält man Informationen über
die Struktur der Normalenschnitte in Kodimension 2, die ausreichen, um die
Dichte und die Eulercharakteristik abzuschätzen.

Der Beweis für die Straten höchster Dimension läuft in beiden Fällen analog.
Hier kommt zum Tragen, daß in glatten Punkten die metrischen Krümmungs-
bedingungen mit den differentiellen Krümmungsbedingungen übereinstimmen
und daß das skalare Krümmungsmaß im wesentlichen dasselbe ist wie die ska-
lare Krümmung.

In Kodimension 1 benötigt man bei Räumen mit nach oben beschränkter
Krümmung die Verdierbedingung. Während man bei Alexandrovräumen die
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Metrik nach unten abschätzte, was durch die Euklidische Metrik des umgeben-
den Raumes geschah, braucht man hier Abschätzungen nach oben, die man
durch konkrete Angabe von Wegen erhält. Das ist jedoch etwas schwieriger
und die zusätzliche Information der Verdierbedingung muß eingesetzt werden.

Dagegen ist der Beweis für Straten der Kodimension 2 bei Räumen mit nach
oben beschränkter Krümmung sogar einfacher als bei Alexandrovräumen. Man
benutzt die Querschnittsformel 2.6 nicht, sondern zeigt direkt, daß die Dichte
des Querschnitts größer oder gleich 1 ist. Dazu werden topologische Argumente
und Sätze über Räume mit nach oben beschränkter Krümmung herangezogen.

4.1 Räume mit nach oben beschränkter Krüm-

mung

In diesem Abschnitt definieren wir Räume mit nach oben beschränkter Krüm-
mung und geben die Eigenschaften an, die wir später verwenden werden. Alle
diese Definitionen und Sätze können in dem Buch [Bri99] nachgelesen werden.

Definition 4.3. Ein geodätisches Dreieck in einem intrinsischen metrischen
Raum besteht aus drei Punkten P,A,B und geodätischen Segmenten [P,A],
[P,B] und [A,B] zwischen ihnen. Wir sagen, daß es die CAT(κ)-Ungleichung
erfüllt, wenn für alle Punkte X ∈ [P,A] und Y ∈ [P,B] die Ungleichung
d(X, Y ) ≤ d(X̃, Ỹ ) gilt, wobei X̃ und Ỹ Punkte auf den Seiten [P̃ , Ã] bzw.
[P̃ , B̃] eines Vergleichsdreiecks P̃ , Ã, B̃ in Mκ sind, die durch die Gleichungen
d(P̃ , X̃) = d(P,X), d(P̃ , Ỹ ) = d(P, Y ) definiert sind. Siehe Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1: Die CAT-Bedingung (κ = 0)

P̃ X̃ Ã

B̃

Ỹ

P X A

B

Y

Ein metrischer Raum heißt d-geodätisch, wenn alle Paare von Punkten mit
Abstand kleiner als d durch eine (nicht notwendig eindeutige) Geodätische
verbunden werden können.

Wir bezeichnen mit Dκ den Durchmesser einer Raumform mit konstanter
Krümmung κ, also Dκ = ∞ für κ ≤ 0 und Dκ = π√

κ
für κ > 0.

Definition 4.4. a) Ein intrinsischer metrischer Raum X heißt CAT(κ)-
Raum, wenn er Dκ-geodätisch ist und wenn alle geodätischen Dreiecke
mit Umfang kleiner als 2Dκ die CAT(κ)-Ungleichung erfüllen.

b) Ein intrinsischer metrischer Raum X heißt Raum mit Krümmung ≤ κ,
wenn er lokal ein CAT(κ)-Raum ist.
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Bemerkungen:

• Die Buchstaben C,A,T stehen für Cartan, Alexandrov und Toponogov,
die sich alle mit Räumen mit nach oben beschränkter Krümmung be-
schäftigt haben.

• Wir folgen hier den Bezeichnungen aus [Bri99]: CAT-Räume sind Räume,
in denen die CAT-Ungleichung global gilt, Räume mit nach oben be-
schränkter Krümmung sind solche, in denen sie lokal gilt. CAT(0)-Räume
bezeichnet man auch als Hadamardräume.

Die nächsten Sätze stammen aus [Bri99]. Wir werden sie im Beweis des Haupt-
theorems benötigen.

Satz 4.5. Sei X ein CAT(κ)-Raum. Dann gilt:

• Der Alexandrovwinkel zwischen den Seiten eines geodätischen Dreiecks
in X mit verschiedenen Ecken ist nicht größer als der Winkel zwischen
den entsprechenden Seiten eines Vergleichsdreiecks in in M 2

κ .

• Jede lokale Geodätische in X mit Länge höchstens Dκ ist eine Geodäti-
sche.

• Ist X eine topologische Mannigfaltigkeit, so kann jede Geodätische γ :
[a, b] 7→ X zu einer Geodätischen γ : [a− ε, b + ε] 7→ X, ε > 0 verlängert
werden. Falls X vollständig ist, so folgt, daß jede Geodätische zu einer
Geodätischen der Länge Dκ verlängert werden kann.

• Allgemeiner gilt: Ist für P ∈ X und kleine Radien r > 0 der
”
gepunktete

Ball“ B(P, r)\{P} nicht kontrahierbar, so läßt sich jede Geodätische mit
Endpunkt P über P hinaus fortsetzen.

4.2 Beweis des Theorems

4.2.1 Straten der Kodimension 2

Satz 4.6. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhängende, definierbare Menge
der Dimension m. Wir nehmen an, daß jedes m − 1-Stratum auf dem Rand
von genau zwei m-Straten liegt und daß S ein Raum mit Krümmung ≤ κ für
ein κ ∈ IR ist. Dann gilt scal(S,−)|Xm−2 ≤ 0 für jedes m− 2-Stratum Xm−2.

Beweis: Angesichts der Abschnitte 2.4 und 2.1 sowie Thom’s Isotopielemma
müssen wir zeigen, daß die Dichte des Normalenschnittes SP := (TPX

m−2)⊥∩S
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bei P nicht kleiner als 1 ist für fast jeden Punkt P ∈ Xm−2, denn χlok(SP , P ) =
1.

Schritt 1: Wir halten einen solchen Punkt P fest. Eine Umgebung UP von P
in SP liegt in einer Tubenumgebung um Xm−2, was impliziert, daß für jeden
Punkt A in SP ∩ UP der Euklidische Abstand zwischen A und Xm−2 gleich
dem Euklidischen Abstand zwischen A und P ist.

Nach Thom’s Isotopielemma und nach Voraussetzung an die m − 1-Straten
bestehen die Mengen Se(P, r) ∩ SP für kleine r aus einer disjunkten Ver-
einigung (topologischer) Kreise K1(r), K2(r), . . . , Kk(r). Deren Längen seien
l1(r), l2(r), . . . , lk(r). Wir wählen die Numerierung so, daß für jedes r der Kreis
K1(r) die maximale Länge hat. Nach Abschnitt 2.1 ist die Dichte von SP bei
P gegeben durch

θ(SP , P ) = lim
r→0

∑k
i=1 li(r)

2πr

Wir werden die Aussage

lim
r→0

l1(r)

2πr
≥ 1

beweisen, woraus sofort θ(SP , P ) ≥ 1 folgt.

Angenommen, diese Ungleichung gilt nicht.

Wir wählen reelle Zahlen θ′, εmit limr→0
l1(r)
2πr

< θ′ < 1 und ε > 0. Für genügend
kleine reelle r > 0 sind die folgenden beiden Bedingungen erfüllt:

a) K1(r) liegt in einer Tubenumgebung von Xm−2.

b) 0 < l1(r) ≤ 2πrθ′

Schritt 2:
Behauptung: Es gibt beliebig kleine reelle Zahlen r > 0 und Punkte A,B ∈
K1(r) mit der Eigenschaft, daß die Geodätische zwischen A und B einen Punkt
P ′ aus Xm−2 enthält.

Um die Behauptung zu beweisen, benötigen wir ein topologisches Argument.

Wähle einen Homöomorphismus

φ : S1 = {z ∈ C : |z| = 1} 7→ K1(r)

Wir werden φ zu einer stetigen Abbildung

φ̄ : B2 = {z ∈ C : |z| ≤ 1} 7→ S
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fortsetzen. Wähle dazu einen festen Punkt A ∈ K1(r). Dann liegt A′ :=
φ−1(A) ∈ S1 und jeder Punkt C ′ in B2 kann in der Form

C ′ = A′ + t(B′ − A′)

mit 0 ≤ t ≤ 1 und B′ ∈ S1 dargestellt werden. Für C ′ 6= A′ ist diese Darstel-
lung sogar eindeutig.

Setze B := φ(B′). Die eindeutig bestimmte Geodätische zwischen A und B
bezeichnen wir mit γA,B.

Dann definieren wir

φ̄(C ′) := γA,B(tdi(A,B))

Da in CAT(κ)-Räumen Geodätische der Länge kleiner als Dk stetig von ihren
Endpunkten abhängen (siehe [Bri99]), ist φ̄ eine stetige Abbildung.

Wäre die Behauptung falsch, so wäre φ̄ eine stetige Abbildung von B2 nach
S \ Xm−2. Das Bild von B2 unter dieser Abbildung liegt für genügend klei-
ne r in der Umgebung UP (Dreiecksungleichung). Also ist die Schleife K1(r)
kontrahierbar in (S \Xm−2) ∩ UP .

Andererseits kannK1(r) nicht kontrahierbar in SP\{P} sein, da SP\{P} wegen
der lokalen Kegelstruktur definierbarer Mengen (siehe [B-C-R87]) homotop
zur Vereinigung der Kreise K1(r), . . . , Kk(r) ist und K1(r) innerhalb dieser
Vereinigung trivialerweise nicht kontrahierbar ist.

Nach Thom’s Isotopielemma ist die Menge (S\Xm−2, P ) lokal homöomorph zu
((SP \ {P}) × IRm−2, P ). Damit ist K1(r) nicht kontrahierbar in (S \Xm−2)∩
UP .

Das ist ein Widerspruch zur oben gezeigten Tatsache, daß K1(r) in S \Xm−2∩
UP kontrahierbar ist. Die Annahme, daß φ̄ eine Abbildung nach S \ Xm−2

ist, muß fallengelassen werden und somit gibt es einen Punkt P ′ ∈ Xm−2, der
im Bild von φ̄ und damit auf einer Geodätischen zwischen zwei Punkten von
K1(r) liegt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Schritt 3: Als nächstes wählen wir ein genügend kleines r und Punkte A, B
wie in der Behauptung. Die Geodätische γ zwischen A und B enthält einen
(nicht notwendigerweise eindeutigen) Punkt P ′ ∈ Xm−2.

Die Länge der Kurve K1(r) ist nach oben durch 2πrθ′ beschränkt. Da sie
homöomorph zu einem Kreis ist, hat einer der beiden Bögen zwischen A und
B eine Länge kleiner oder gleich πrθ′. Wir bezeichnen ihn mit β. Jeder Punkt
von β hat zu P den Euklidischen Abstand r.

Die Kurve β liegt in einer Tubenumgebung von Xm−2 und im Normalenschnitt
zu P . Daraus folgt, daß jeder Punkt von β zu P ′ einen Euklidischen Abstand
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von mindestens r hat, also ist auch der innere Abstand zwischen P ′ und β
mindestens r.

Nimm eine Folge von Punkten A = P0, P1, . . . , Pk = B auf β so daß

di(Pj, Pj+1) < ε, j = 0, 1, . . . , k − 1

und

k−1∑

j=0

di(Pj, Pj+1) ≤ l(β) ≤ πrθ′

gilt. Sei γj die Geodätische zwischen Pj und P ′. Aus der CAT-Ungleichung
und der Dreiecksungleichung für Winkel schließen wir

∠P ′(γ0, γk) ≤
k−1∑

j=0

∠P ′(γj, γj+1) ≤
k−1∑

j=0

∠(Pj, P
′, Pj+1)

Mit lκ(r) bezeichnen wir die Länge eines Kreises mit Radius r in M 2
κ .

Um die Winkel ∠(Pj, P
′, Pj+1) abzuschätzen, bemerken wir, daß nach Kon-

struktion di(Pj, P
′) ≥ r gilt.

Unter allen geodätischen Dreiecken auf M 2
κ mit zwei Seitenlängen zwischen r

und π
2
√
κ

(bzw. zwischen r und ∞ für κ ≤ 0) und fester dritter Seitenlänge
hat dasjenige den größten Winkel zwischen den zwei veränderlichen Seiten, bei
dem diese Seitenlängen genau r betragen (siehe Abbildung 4.2).

Abbildung 4.2: Monotonie des Winkels

r

r

> r

> r

c

c

Es folgt, daß der entsprechende Winkel ∠(Pj, P
′, Pj+1) nicht größer als der

zugehörige Winkel im Vergleichsraum M 2
κ eines Vergleichsdreiecks mit Sei-

tenlängen r, r, di(Pj, Pj+1) ist. Letzterer ist beschränkt durch ψ(ε)2π
di(Pj ,Pj+1)

lκ(r)

wobei ψ(ε) für ε→ 0 gegen 1 geht (Taylorentwicklung des κ-Kosinus).

73



Damit erhalten wir

π = ∠P ′(γ0, γk) ≤
∑

j

∠(Pj, P
′, Pj+1) ≤

≤ ψ(ε)
2π

lκ(r)

∑

j

di(Pj, Pj+1) ≤ ψ(ε)
2πr

lκ(r)
πθ′

Wenn wir ε gegen 0 gehen lassen, bekommen wir

π ≤ 2πr

lκ(r)
πθ′

Für r → 0 strebt die rechte Seite gegen πθ′ < π, das ist ein Widerspruch.

Also ist die Annahme limr→0
l1(r)
2πr

< 1 nicht haltbar, woraus θ(SP , P ) ≥ 1 folgt.
Der Term, über den man integrieren muß, um scal(S,−)|Xm−2 zu berechnen,

ist gegeben durch 4π
{

1
2

+ χlok(SP ,P )
2

− θ(SP , P )
}

= 4π {1 − θ(SP , P )} ≤ 0. Es

folgt scal(S,−)|Xm−2 ≤ 0.

Damit ist der Beweis von Satz 4.6 vollständig. 2

4.2.2 Straten der Kodimension 1, in denen genau zwei

m-Straten eintreffen

Sei jetzt Xm−1 ein Stratum der Kodimension 1, in dem genau zwei m-Straten
Xm

1 , X
m
2 eintreffen.

Wir erinnern daran, daß scal(S,−)|Xm−1 gegeben ist durch Integration einer
definierbaren Funktion h auf Xm−1. Um zu zeigen, daß scal(S,−)|Xm−1 ≤ 0 ist,
reicht es aus zu zeigen, daß h(P ) ≤ 0 auf einer dichten Teilmenge von Xm−1

gilt. Wir werden diese Ungleichung für alle Punkte P ∈ Xm−1 herleiten, für
die die folgenden drei Bedingungen erfüllt sind:

a) Die Tangentialabbildung kann von Xm
1 und Xm

2 stetig nach P fortgesetzt
werden.

b) Die Stratifikation erfüllt Verdier’s Bedingung in einer Umgebung von P .

c) Es gibt eine Geodätische durch P , die wie sich wie im Satz 2.14 verhält.

Lemma 4.7. Sei S = ∪X i eine zahme Stratifikation von S und Xm−1 ein
Stratum auf dem Rand von genau zwei m-Straten. Dann ist die Menge der
Punkte P ∈ Xm−1, für die die obigen drei Bedingungen erfüllt sind, eine dichte
Teilmenge von Xm−1.
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Beweis: Eine dichte Menge minus eine Menge kleinerer Dimension bleibt
dicht. Also sind wir mit Hilfe der Sätze 2.10 und 2.14 fertig. 2

Von nun an setzen wir voraus, daß P die drei obigen Bedingungen erfüllt. Wir
wollen zeigen, daß h(P ) ≤ 0.

Wir finden eine Geodätische γ, die aus zwei geodätischen Bögen γ1, γ2 besteht,
so daß γk vollständig in Xm

k liegt und so daß

γk(α) = P + αwk + rk(α), k = 1, 2

für kleine positive α. Dabei ist rk eine Funktion mit limα→0
rk(α)
α

= 0. Weiterhin
gilt wk ⊥ TPX

m−1 und ‖wk‖ = 1 (siehe Abschnitt 2.5)

Wähle reelle Funktionen ε1, ε2 > 0, εk : (0,∞) 7→ IR so daß

a) εk ist monoton wachsend.

b) limα→0 εk(α) = 0.

c) ‖ rk(α)
α

‖ ≤ εk(α)

Die folgende Konstruktion muß sowohl für Xm
1 als auch für Xm

2 durchgeführt
werden. Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir die Indizes weg. Wir
schreiben also γ anstelle von γk und so weiter.

Der wohldefinierte Limestangentialraum von Xm in P sei mit T bezeichnet.

Wir wenden Satz 2.11 auf das Stratum Xm und den Punkt P an. Das liefert
ein Koordinatensystem {x1, . . . , xn}, eine Menge

U = {(x1, . . . , xm) ∈ IRm : xm > g(x1, . . . , xm−1)}

die wir auch als Teilmenge von IRn auffassen:

U ⊂ T = {xm+1 = · · · = xn = 0}

und eine Funktion f : U 7→ IRn−m, so daß Xm der Graph von f ist und die
Ableitungen von f gegen 0 gehen, wenn wir uns P annähern.

Für Punkte aus T benutzen wir die verkürzte Schreibweise (a1, . . . , am) anstelle
(a1, . . . , am, 0, . . . , 0).

Wir schreiben Π für die orthogonale Projektion von S auf T . In dem gegebenen
Koordinatensystem kann f geschrieben werden als f = (f1, . . . , fn−m). Da P
in T enthalten ist, gilt f(0, . . . , 0) = 0.

Lemma 4.8. Es gibt eine Konstante C > 0 so daß die Ableitungen von f für
jedes j = 1, . . . , n−m die folgenden Abschätzungen erfüllen:

∣∣∣∣
∂fj
∂xi

(Q)

∣∣∣∣ ≤ Cde(Q,P ), i = 1, . . . , m− 1
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Weiterhin gilt
∣∣∣∣
∂fj
∂xm

(Q)

∣∣∣∣→ 0 for Q→ P

Beweis: Die zweite Behauptung folgt aus der Tatsache, daß die Tangentenab-
bildung stetig von Xm auf P fortgesetzt werden kann. (siehe Satz 2.11).

Wir skizzieren den Beweis der ersten Behauptung. Es ist eine Konsequenz aus
Verdier’s Bedingung. Man sieht, daß der Tangentialraum von Xm bei Q als
Vektorraum erzeugt wird von den Vektoren

(1, 0, . . . , 0,
∂f1

∂x1
, . . . ,

∂fn−m
x1

), . . . , (0, . . . , 0, 1,
∂f1

∂xm
, . . . ,

∂fn−m
xm

)

Da die Tangentialräume TQX
m für Q → P gegen T konvergieren, sehen wir,

daß alle Ableitungen gegen 0 konvergieren. Wir können ohne Einschränkung
annehmen, daß unter den Vektoren ∂f

∂xi
(Q), i = 1, . . . , m der erste der längste

ist. Wir bezeichnen seine Länge mit L(Q). Wir müssen zeigen, daß L(Q) ≤
Cde(P,Q) für eine Konstante C > 0 ist.

Die Orthogonalprojektion des Vektors (1, 0, . . . , 0) ∈ TPX
m−1 auf TQX

m ist
gegeben durch

(a1, a2, . . . , am, a1
∂f1

∂x1

+ . . .+ am
∂f1

∂xm
, . . . , a1

∂fn−m
x1

+ . . .+ am
∂fn−m
∂xm

)

mit Unbekannten (a1, . . . , am). Die Orthogonalitätsbedingung liefert ein Sys-
tem linearer Gleichungen für die Unbekannten a1, . . . , am. Es hat die Form

(Idm + o(L))(a1, . . . , am)T = (1, 0, . . . , 0)T

wobei Idm die Identitätsmatrix vom Typ (m,m) und o(L) eine Matrix, die
schneller gegen 0 geht als L.

Auflösung liefert a1 = 1 + o(L), a2 = o(L), . . . , am = o(L) wobei o(L) für eine
Funktion steht, die schneller gegen 0 geht als L.

Wegen Π⊥
Q = Id− ΠQ ist

Π⊥
Q(1, 0, . . . , 0) =

(
o(L), o(L), . . . , o(L),−∂f1

∂x1
+ o(L), . . . ,−∂fn−m

x1
+ o(L)

)

und deshalb

‖Π⊥
Q(1, 0, . . . , 0)‖ =

∥∥∥∥
(

0, . . . , 0,−∂f1

∂x1
, . . . ,−∂fn−m

∂x1

)∥∥∥∥+ o(L) = L + o(L)

Aus Verdier’s Bedingung folgt, daß das beschränkt ist durch Cde(P,Q) für eine
Konstante C > 0. Da wir bereits wissen, daß L für Q→ P gegen 0 konvergiert,
sehen wir, daß L durch 2Cde(P,Q) beschränkt ist, sobald Q genügend nahe
bei P liegt. Das beweist das Lemma. 2

Jetzt wählen wir eine reelle Funktion ε3 : (0,∞) 7→ IR so daß:
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a) ε3 ist monoton wachsend.

b) lims→0 ε3(s) = 0

c) Für alle Q ∈ Be(P, s) und j = 1, . . . , n−m ist
∣∣∣ ∂fj

∂xm
(Q)
∣∣∣ ≤ ε3(s).

Wir erinnern uns daran, daß Xm−1 auf dem Rand von genau zwei m-Straten
liegt. Wir definieren ε4 analog wie ε3, nur diesmal für das andere m-Stratum.

Die Existenz solcher Funktionen folgt aus der zweiten Behauptung des Lem-
mas.

Sei s eine positive reelle Zahl, die wir gegen 0 gehen lassen. Setze

• ε(s) := max{s, ε1(s), ε2(s), ε3(s), ε4(s)}
1

2 .

• α := s2

ε(s)

• A := A(s) := x1(s) ∈ Xm−1, Ā := ΠTA ∈ graph g ⊂ Ū ⊂ T

• B := B(α) := γ(α), B̄ := ΠT (B) ∈ U ⊂ T

Dann ist ε monoton wachsend und lims→0 ε(s) = 0. Wir sehen leicht, daß α ≤ s
für s ≤ 1.

Wir bemerken weiterhin, daß B̄ in unserem Koordinatensystem durch den
Vektor (0, . . . , 0, α) + r̄(α) gegeben ist, r̄(α) bezeichnet die Projektion von

r(α) auf T (zur Erinnerung: γ(α) = P + αγ ′ + r(α)) . Es folgt, daß ‖r̄(α)‖
α

für
α → 0 gegen 0 konvergiert.

Da die Kurve x1(s) eine Geodätische auf Xm−1 ist, steht x′′1(0) senkrecht auf
TPX

m−1. Wegen x1(s) = P + sx′1(0) + s2

2
x′′1(0) +O(s3) folgt

Ā(s) = (s, 0, . . . , 0,
s2

2
〈x′′1(0), w〉) +O(s3)

Dabei ist w = (0, . . . , 0, 1) ∈ T der Vektor in Richtung Xm.

Lemma 4.9. Für s genügend klein liegt die Strecke zwischen Ā und B̄ voll-
ständig in U .

Bemerkung: An dieser Stelle benötigen wir, daß α (asymptotisch) echt größer
als s2 ist. Andererseits werden wir später brauchen, daß der Quotient s2

α
sehr

langsam gegen 0 konvergiert, um bestimmte überflüssige Terme zu beseitigen.
Aus diesem Grund mußte α auf solch eine komplizierte Weise definiert werden.
Man vergleiche auch mit dem Beweis des Haupttheorems über definierbare
Alexandrovräume, wo eine ähnliche Definition gemacht wurde.
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Beweis: Nimm an, daß es beliebig kleine s > 0 gibt, so daß die Strecke nicht
vollständig in U liegt. Der Anstieg der Strecke in Richtung xm ist von der
Größenordnung α

s
= s

ε(s)
. Wenn die Strecke nicht in U liegt, so muß sie den

Graphen von g in einem Punkt zwischen Ā und B̄ schneiden. Dann ist nach
dem Satz von Rolle der Anstieg des Graphen von g gleich dem Anstieg der
Strecke.

Wir wissen aber, daß g glatt ist und die Ableitungen bei 0 verschwinden. Des-
halb verhalten sich die Ableitungen von g wie O(s). Das ist der Widerspruch,
denn ε(s) geht für s→ 0 gegen 0. Damit ist das Lemma bewiesen. 2

Wir bezeichnen mit L̄ diese Strecke. Sie ist gegeben durch

L̄(t) = (1 − t)Ā+ tB̄

= ((1 − t)s, 0, . . . , 0, tα+ (1 − t)
s2

2
〈x′′1(0), w〉) + tr̄(α) +O(s3) 0 ≤ t ≤ 1

Sei L das Urbild von L̄ unter Π. Da L̄ in U liegt, ist L wohldefiniert und liefert
eine Kurve in S zwischen A und B.

In unserem Koordinatensystem ist L gegeben durch

L(t) =
(
L̄(t), f1(L̄), f2(L̄), . . . , fn−m(L̄)

)

Wir berechnen die Länge von L, um eine obere Schranke für di(A,B) zu be-
kommen.

Zuerst gibt es die folgenden Abschätzungen:

• |B̄1 − Ā1| = | − s + r̄1(α)| ≤ O(s)

• |B̄k − Āk| = |r̄k(α)| ≤ O(α) ≤ O(s), k = 2, . . . , m− 1

• |B̄m − Ām| = | − s2

2
〈x′′1(0), w〉+ α + r̄m(α) +O(s3)| ≤ O(α) ≤ O(s)

Da die erste Komponente von B̄ − Ā durch −s+ r̄1(α) gegeben ist, haben wir
‖B̄ − Ā‖ ≥ C2s mit einer Konstante C2 > 0.

L′(t) =

(
L̄′(t),

∂

∂t
f1(L̄(t)),

∂

∂t
f2(L̄(t)), . . . ,

∂

∂t
fn−m(L̄(t))

)

Offensichtlich ist L̄′(t) = B̄ − Ā. Wir berechnen die anderen Ableitungen. Es
reicht aus, die Berechnung für ∂

∂t
f1(L̄) durchzuführen:

∂

∂t
f1(L̄) =

m∑

k=1

∂f1

∂xk

∂L̄k
∂t
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Wir behaupten, daß das ein O(s2)-Term ist.

Für k = 1, 2, . . . , m− 1 haben wir | ∂f1
∂xk

| ≤ O(s) und |∂L̄k

∂t
| ≤ O(s).

Für k = m und kleine s gilt | ∂f1
∂xm

| ≤ ε3(s) ≤ ε(s) und |∂L̄m

∂t
| ≤ O(α). Das

Produkt ist ≤ O(ε(s)α) = O(s2). Damit ist die Behauptung gezeigt.

Es folgt

‖L′(t)‖2 ≤ ‖L̄′(t)‖2 +O(s4)

= ‖B̄ − Ā‖2 +O(s4)

≤ (1 +O(s2))‖B̄ − Ā‖2

Für den letzten Schritt haben wir verwendet, daß ‖B̄ − Ā‖ ≥ C2s mit C2 > 0
gilt.

Daraus können wir schlußfolgern, daß

di(A,B) ≤ l(L) =

∫ 1

0

‖L′(t)‖dt

≤ (1 +O(s2))‖B̄ − Ā‖

Andererseits gilt trivialerweise

di(A,B) ≥ de(A,B)

≥ de(Ā, B̄)

= ‖B̄ − Ā‖

Wir haben also Gleichheit:

di(A,B) = (1 +O(s2))‖B̄ − Ā‖

In unserem Koordinatensystem ist B̄ − Ā gegeben durch

B̄ − Ā = (−s+ r̄1(α), r̄2(α), . . . , r̄m−1(α), α+ r̄m(α) − s2

2
〈x′′1(0), w〉) +O(s3)

Es folgt

‖B̄ − Ā‖2 = s2 − 2sr̄1(α) +O((r̄1(α))2) + . . .+O((r̄m(α))2) +

+ α2 +O(αr̄m(α)) − αs2〈x′′1(0), w〉 +O(r̄m(α)s2) +O(s4)

= s2 − 2sr̄1(α) + α2 − αs2〈x′′1(0), w〉
+O((αε1(α))2) +O(α2ε1(α)) +O(αε1(α)s2) +O(s4)
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Für s→ 0 gilt:

α2ε1(α)2

αs2
≤ αε1(s)

2

s2
≤ αε(s)4

s2
= ε(s)3 → 0

α2ε1(α)

αs2
≤ αε1(s)

s2
≤ αε(s)2

s2
= ε(s) → 0

αε1(α)s2

αs2
= ε1(α) → 0

s4

αs2
= ε → 0

Damit sieht man, daß

‖B̄ − Ā‖2 = s2 − 2sr̄1(α) + α2 − αs2〈x′′1(0), w〉 + o(αs2)

Aus einfachen Berechnungen und der Tatsache, daß γ eine Geodätische zwi-
schen P und B ist, sehen wir daß

s ≥ di(P,A) ≥ de(P,A) = s+O(s3)

und

di(P,B) = α

Jetzt können wir das asymptotische Verhalten des Winkels ∠(A, P,B) berech-
nen:

cos ∠(A, P,B) =
d(P,A)2 + d(P,B)2 − d(A,B)2

2d(P,A)d(P,B)

=
s2 + α2 − (1 +O(s2))(s2 − 2sr̄1(α) + α2 − αs2〈x′′1(0), w〉 + o(αs2)) +O(s4)

2α(s+O(s2))

=
r̄1(α)

α
+
s

2
〈x′′1(0), w〉+ o(s)

Bemerkung:

• Wir erinnern daran, daß ∠(A, P,B) den Winkel bei P̃ eines Vergleichs-
dreieckes Ã, P̃ , B̃ in IR2 = M2

0 bezeichnet.
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Abbildung 4.3:

P
A

B

C

D

Xm−1

γ1

γ2

• Im Falle κ 6= 0 müssen wir das entsprechende Kosinusgesetz anwen-
den, aber die asymptotische Entwicklung ist die gleiche. Das liegt in
der Tatsache begründet, daß Riemannsche Mannigfaltigkeiten in kleinen
Maßstäben aussehen wie Euklidische Räume.

Wir machen die gleichen Berechnungen mit A = x1(s) ersetzt durch C :=
x1(−s) und erhalten

cos ∠(C, P,B) =
−r̄1(α)

α
+
s

2
〈x′′1(0), w〉 + o(s)

Weiterhin liefern die gleichen Berechnungen mit B = γ1(α1) durch D := γ2(α2)
ersetzt:

cos ∠(A, P,D) =
r̄2(α)

α
+
s

2
〈x′′1(0), w2〉 + o(s)

cos ∠(C, P,D) =
−r̄2(α)

α
+
s

2
〈x′′1(0), w2〉 + o(s)

Die Summe der Kosinus ist gegeben durch:

cos ∠(A, P,B) + cos ∠(C, P,B) + cos ∠(A, P,D) + cos ∠(C, P,D)

= s〈x′′1(0), w1 + w2〉 + o(s) (4.1)

Diese Gleichung ist wichtig, da sie den Skalarkrümmungsterm von Xm−1 rein
metrisch, d.h. mit Hilfe von Geodätischen und Winkeln, ausdrückt. Sie wird
uns später liefern, daß die Skalarkrümmung invariant unter Isometrien ist.
Zunächst setzen wir den Beweis des Haupttheorems über definierbare Räume
mit nach oben beschränkter Schnittkrümmung fort.
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Seien γA, γB = γ1, γC , γD = γ2 die Geodätischen zwischen P und A,B,C,D.
Nach der CAT-Ungleichung gilt

∠P (γA, γB) ≤ ∠(A, P,B)

und analoge Ungleichungen für die anderen Winkel.

Aus der Dreiecksungleichung für Winkel, der CAT-Ungleichung und der Tat-
sache, daß B,P,D auf der Geodätischen γ liegen, folgt

π = ∠P (γB, γD) ≤ ∠P (γB, γA) + ∠P (γA, γD) ≤ ∠(A, P,B) + ∠(A, P,D)

Die Monotonie der Kosinusfunktion liefert uns

cos ∠(A, P,B) + cos ∠(A, P,D) ≤ 0

und entsprechend

cos ∠(C, P,B) + cos ∠(C, P,D) ≤ 0

Das hat zur Folge, daß

s〈x′′1(0), w1 + w2〉 + o(s) ≤ 0

und damit

〈x′′1(0), w1 + w2〉 ≤ 0

gilt. Die analoge Ungleichung mit x1 durch xi, i = 1, . . . , m− 1 ersetzt gilt
natürlich auch. Das zeigt

h(P ) = 2 (tr IIw1
+ tr IIw2

) = 2
m−1∑

i=1

〈x′′i (0), w1 + w2〉 ≤ 0

Das gleiche Argument funktioniert für fast jeden Punkt P ∈ Xm−1 nach Satz
2.14.

Da h definierbar ist, ist es stetig außerhalb einer Menge positiver Kodimension.
Aus scal(S, U) =

∫
U
h(x)d volm−1(x) und h ≤ 0 auf einer dichten Menge folgt

scal(S,−)|Xm−1 ≤ 0, was zu beweisen war.
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4.2.3 Straten der Kodimension 1, in denen mehr als
zwei m-Straten eintreffen

Hat man eine m-dimensionale definierbare Menge mit nichtpositiver Schnitt-
krümmung gegeben, bei der auf jedem m − 1-Stratum mindestens zwei m-
Straten eintreffen, so kann man für die m − 2-Straten nichts mehr über das
Skalarkrümmungsmaß aussagen, d.h. dieses kann dort echt positiv werden. Für
die m− 1-Straten passiert das noch nicht, wie wir in diesem Abschnitt zeigen
werden.

Es reicht aus, folgendes Lemma zu beweisen:

Lemma 4.10. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhängende, definierbare
Menge der Dimension m, die bezüglich der inneren Metrik ein Raum mit nach
oben durch κ beschränkter Krümmung ist. Sei Xm−1 ein Stratum, in dem min-
destens zwei m-Straten eintreffen. Sei A ∈ Xm

1 und P ∈ Xm−1 ein zu A
nächstgelegener Punkt auf dem Stratum Xm−1. Dann läßt sich die Geodäti-
sche γ zwischen A und P in jedes andere m-Stratum Xm

i fortsetzen, d.h. es
gibt Geodätische γ2, . . . , γk, so daß γi, i = 2, . . . , k vollständig in X̄m

i liegt und
γ fortsetzt.

Wir nehmen zunächst an, daß das Lemma richtig ist. Wir wollen zeigen, daß
scal(S,−)|Xm−1 ein nichtpositives Maß ist. Nach Theorem 2.7 reicht es aus zu
zeigen, daß

k∑

i=1

tr IIwi
≤ 0

gilt. Dabei sind w1, . . . , wk die Richtungen der m-Straten, die in Xm−1 eintref-
fen. Für zwei verschiedene Zahlen a, b ∈ {1, . . . , k} ist

tr IIwa
+ tr IIwb

≤ 0

Das sieht man genau wie im vorigen Abschnitt, der Beweis kann wortwörtlich
übertragen werden. Bei Lemma 4.7 benutzt man anstelle von Satz 2.14 das
obige Lemma.

Jetzt nimmt man die Summe über alle diese Paare und sieht, daß das Maß
scal(S,−)|Xm−1 nichtpositiv ist. Es gilt also

Satz 4.11. Sei S eine abgeschlossene, zusammenhängende, definierbare Men-
ge der Dimension m, die bezüglich der inneren Metrik ein Raum mit nach oben
durch κ beschränkter Krümmung ist. Sei Xm−1 ein Stratum, in dem minde-
stens zwei m-Straten eintreffen. Dann ist

scal(S,−)|Xm−1 ≤ 0
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Beweis des Lemmas:

Seien Xm
1 , X

m
2 , . . . , X

m
k die m-Straten, die in Xm−1 eintreffen.

Behauptung 1: Für genügend kleine r > 0 läßt sich Be(P, r)∩Xm
1 ∪Xm

2 \ {P}
nicht innerhalb von B(P, 2r) \ {P} kontrahieren.

Beweis von Behauptung 1: Aus Thom’s Isotopielemma folgt, daß sich das Paar
(Be(P, r)\{P}, Be(P, r)\{P}∩Xm

1 ∪Xm
2 ) für genügend kleines r > 0 homotop

zum Paar (W,Y ) verformen läßt, wobei W eine Vereinigung von k Bällen der
Dimension n− 1 ist, die alle entlang ihrer Oberfläche Sn−2 verklebt sind. Y ist
die Vereinigung von genau zwei solchen Bällen.

In der zellulären Homologie Hn−1(W ) stellt Y ein nichttriviales Element dar
(orientiert man die beiden Bälle so, daß die Orientation auf dem Rand verschie-
den ist, so ist Y ein Zykel, es ist aber kein Rand, da W ein n−1-dimensionaler
Raum ist und Y schon die höchste Dimension hat). Also ist Y nicht kontra-
hierbar, ebensowenig kann Be(P, r) ∩Xm

1 ∪Xm
2 \ {P} kontrahierbar sein.

Behauptung 2: Zu jedem genügend kleinen r > 0 gibt es einen Punkt A(r) ∈
γ ∩Bi(P, r) ∩Xm

1 und einen Punkt B(r) ∈ Bi(P, r) ∩Xm
1 ∪Xm

2 mit

d(B(r), A(r)) = d(B(r), P ) + d(P,A(r))

Diese Gleichung bedeutet, daß P auf der Geodätischen zwischen A(r) und B(r)
liegt.

Beweis der Behauptung 2: Sei A(r) ein Punkt auf der Geodätischen γ zwischen
A und P , der von P einen Abstand < r hat.

Wähle zu jedem B ∈ B(P, r)∩Xm
1 ∪Xm

2 \{P} die Geodätische γA(r),B zwischen
A(r) und B und setze

H(B, t) := γA(r),B(td(A(r), B)), t ∈ [0, 1]

Dann ist H stetig, denn in Räumen mit nach oben beschränkter Krümmung
hängen (genügend kurze) Geodätische stetig von ihren Endpunkten ab (siehe
[Bri99]).

Gibt es keinen Punkt B ∈ Be(P, r)∩Xm
1 ∪Xm

2 \ {P}, für den die Geodätische
γA(r),B durch P geht, so definiert H eine Kontraktion innerhalb von Be(P, 2r)
von Be(P, r) ∩ Xm

1 ∪Xm
2 \ {P} auf A(r), im Widerspruch zu Behauptung 1.

Damit ist Behauptung 2 bewiesen.

Behauptung 3: Für genügend kleines r ist das so konstruierte B(r) in Xm
2 und

die Geodätische γA(r),B(r) liegt vollständig in Xm
1 ∪Xm

2 .
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Beweis der Behauptung 3: Anderenfalls liegt B(r) schon selbst in Xm
1 oder

man findet auf der Geodätischen zwischen B(r) und P einen Punkt B ′(r), der
auf Xm−1 liegt und für den d(B′(r), A(r)) = d(B ′(r), P )+ d(P,A) gilt. Das ist
dann für beliebig kleine r > 0 richtig. Jetzt findet man genau wie bei Schritt
1 vom Beweis des Satzes 2.13 einen Widerspruch.

Die obige Argumentation funktioniert natürlich für die anderen Straten
Xm

3 , . . . , X
m
k genauso. Damit ist das Lemma vollständig bewiesen. 2

4.2.4 Die Dichte von CAT-Räumen

Obwohl wir dies im Beweis nicht benötigt haben, zeigen wir noch, daß Räume
mit nach oben beschränkter Krümmung eine wohldefinierte Dichte besitzen.
Genauer gesagt gilt folgender Satz:

Satz 4.12. Sei S ein m-dimensionaler metrischer Raum, der die Fortset-
zungseigenschaft für Geodätische besitzt und der nach oben durch κ beschränkte
Krümmung hat. Dann existiert der Grenzwert limr→0

volm Bi(P,r)
bmrm ∈ IR.

Beweis: Setze f(r) := Bi(P,r)
bmrm . Sei r′ < r < Dκ. Wir definieren eine Abbildung

H : Bi(P, r) 7→ Bi(P, r
′)

durch

H(A) := γP,A

(
r′

r
di(P,A)

)

Dann ist H surjektiv, da Geodätische der Länge < Dκ fortgesetzt werden
können. Aus der CAT-Ungleichung folgt, daß H eine Kontraktion mit Lip-
schitz-Faktor r′

r
(1 + ε(r)) ist mit einer Funktion ε > 0, die für r → 0 ebenfalls

gegen 0 geht.

Es folgt

f(r′) ≤ f(r)(1 + ε(r))m

Da f nach unten durch 0 beschränkt ist, hat f(r) für r → 0 einen Grenzwert.
2
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Kapitel 5

Invarianz der Skalarkrümmung
unter Isometrien

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit wurden die Lipschitz-Killing-Krüm-
mungen ursprünglich über das Volumenwachstumspolynom definiert, d.h. un-
ter Zuhilfenahme einer Einbettung in einen Euklidischen Raum. Es war das
Verdienst von Weyl zu zeigen, daß man sie auch alleine aus dem metrischen
Tensor gewinnt, also auf invariante Weise (siehe [Weyl39]). Speziell haben zwei
isometrische Riemannsche Mannigfaltigkeiten die gleichen Lipschitz-Killing-
Krümmungen.

Für definierbare Mengen wurde ein ähnliches Resultat von Bröcker-Kuppe
sowie Fu gezeigt: bei definierbaren Isometrien bleiben die Lipschitz-Killing-
Krümmungen erhalten. Die Beweisidee ist es, den Satz auf das Resultat von
Weyl zurückzuführen, das geschieht mit Approximationsargumenten.

In diesem Kapitel wollen wir ein stärkeres Resultat für die Skalarkrümmung
herleiten: sie hängt auf keiner Weise von der Einbettung in einen Euklidischen
Raum ab, sondern ist eine rein metrische Größe. Es gilt folgendes Theorem:

Theorem 5.1. Seien S, S̃ zwei abgeschlossene, zusammenhängende, definier-
bare Mengen und f : S 7→ S̃ eine Isometrie zwischen ihnen. Dann induziert
f einen Isomorphismus der Skalarkrümmungsmaße, d.h. für alle Borelmengen
Ũ ⊂ S̃ gilt

scal(S̃, Ũ) = scal(S, f−1(Ũ))

Beweis:

Die Beweisidee ist in Formel 4.1 auf Seite 81 enthalten, dort wurde die Skalar-
krümmung auf m−1-Straten durch gewisse Winkelasymptotiken ausgedrückt.
Die Skalarkrümmung auf m-Straten ist invariant unter Isometrien (klassisch),
die Skalarkrümmung auf m − 2-Straten ebenfalls (lokale Eulercharakteristik
und Dichte sind invariant unter Isometrien). Weiterhin weiß man, daß das
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Skalarkrümmungsmaß nicht von der Stratifikation abhängt. Diese Ideen sollen
jetzt im Beweis des Theorems konkretisiert werden.

Sei f : S 7→ S̃ eine Isometrie zwischen zwei zusammenhängenden, abgeschlos-
senen, definierbaren Mengen.

Schritt 1: Wir wählen zu S und S̃ zahme Verdierstratifikationen und berech-
nen jeweils die Skalarkrümmungsmaße. Wir können sie auffassen als stratifizier-

te Funktionen (hm, hm−1, hm−2) (bzw (h̃m, h̃m−1, h̃m−2)) , wobei hm die Skalar-
krümmung ist und die beiden Terme hm−1 = 2

∑k
i=1 tr IIwi

sowie

hm−2 = 4π
{

1
2

+ (−1)mχlok(S,−)
2

− θ(S,−)
}

in Theorem 2.7 angegeben werden.

Man stellt fest, daß hm−1 eine definierbare Funktion ist, dagegen muß hm−2

nicht definierbar sein. Durch Verfeinern der Stratifikationen können wir dem-
nach zusätzlich annehmen, daß hm−1 (bzw. h̃m−1) auf jedem m − 1-Stratum
konstantes Vorzeichen hat und stetig ist. Für hm−1 schreiben wir im folgenden
einfach h.

Schritt 2: Behauptung: Ist P ∈ Xm−1 und h(P ) 6= 0, dann ist P̃ = f(P ) /∈
X̃m.

Beweis der Behauptung: Wir müssen die Annahme, daß f(P ) im glatten Teil
liegt, zum Widerspruch führen.

Da die lokale Eulercharakteristik bei stetigen Abbildungen erhalten bleibt, tref-
fen auf Xm−1 genau zwei m-Straten. Genauer gilt χlok(S, P ) = (1−k)(−1)m+1,
wobei k die Anzahl der m-Straten ist, die in Xm−1 eintreffen. Für P̃ = f(P )
ist χlok(S̃, P̃ ) = (−1)m. Daraus folgt k = 2.

Sei U := Xm−1 ∩ f−1(X̃m) ∩ {h 6= 0}. Dann ist U eine offene Umgebung von
P , da f und h stetige Funktionen sind. Die beiden m-Straten, die in Xm−1

eintreffen, seien Xm
1 und Xm

2 . Wähle einen Punkt A ∈ Xm
1 in der Nähe von

P und eine kürzeste Geodätische γ1 zum Stratum Xm−1. Der Fußpunkt sei Q.
Nach der Dreiecksungleichung liegt Q in U sobald A nahe genug an P liegt.
Da f eine Isometrie ist, ist f ◦ γ1 eine Geodätische zwischen Ã und Q̃. Da
Q̃ im glatten Teil von S̃ liegt, kann f ◦ γ1 über Q̃ hinaus verlängert werden.
Dasselbe gilt dann auch in S, es gibt also eine Geodätische γ durch Q. Wir
parametrisieren sie wieder nach der Bogenlänge mit γ(0) = Q. Mit γ1 bzw. γ2

bezeichnen wir den positiven bzw. negativen Teil von γ. Nach Konstruktion
und den Sätzen 2.12 und 2.13 haben beide Geodätische einen Tangentenvektor
in Q und diese stehen jeweils senkrecht auf Xm−1.

Die Exponentialabbildung exp : TQX
m−1 7→ Xm−1 liefert wieder Koordinaten

x1, . . . , xm−1 auf Xm−1. Setze

A := x1(s), B := γ1(α1), C := x1(−s), D := γ2(α2)

wobei α1, α2 Funktionen in Abhängigkeit von s sind, die in Abschnitt 4.2 de-
finiert worden. Wir erinnern an folgende Gleichung (siehe Gleichung 4.1):

88



cos ∠(A,Q,B) + cos ∠(C,Q,B) + cos ∠(A,Q,D) + cos ∠(C,Q,D)

= s〈x′′1(0), w1 + w2〉 + o(s)

Dabei sind w1, w2 die Tangentenvektoren von γ1 und γ2 in Q.

Da die Winkel der linken Seite auch in S̃ berechnet werden können, gilt

cos ∠(Ã, Q̃, B̃) + cos ∠(C̃, Q̃, B̃) + cos ∠(Ã, Q̃, D̃) + cos ∠(C̃, Q̃, D̃)

= s〈x′′1(0), w1 + w2〉 + o(s)

Die Abbildung exp−1

Q̃
: S̃ 7→ TQ̃S̃ läßt die Abstände von Q̃ aus invariant.

Die Geodätische γ wird in eine Gerade durch 0 transformiert. Hat man im
Euklidischen Raum drei Punkte B ′, Q′, D′ mit Q′ auf der Strecke zwischen B ′

und D′, so gilt für jeden Punkt A′ die Gleichheit

cos ∠(A′, Q′, B′) + cos ∠(A′, Q′, D′) = 0

Wir wenden diese Gleichung auf die Punkte

Q′ := exp−1

Q̃
(Q̃), B′ := exp−1

Q̃
(B̃), D′ := exp−1

Q̃
(D̃), A′ := exp−1

Q̃
(Ã)

an.

Es ist d(Q′, B′) = d(Q̃, B̃), d(Q′, D′) = d(Q̃, D̃) da die Abstände von Q̃ aus
invariant sind unter exp. Weiterhin ist d(A′, B′) = d(Ã, B̃)(1 + O(s2)) sowie
d(A′, D′) = d(Ã, D̃)(1 + O(s2)). Um dies einzusehen benutzt man die asym-
ptotische Entwicklung für Jacobifelder, siehe z.B. [G-H-L87]. Also gilt

cos ∠(A′, Q′, B′) =
d(A′, Q′)2 + d(B′, Q′)2 − d(A′, B′)2

2d(A′, Q′)d(B′, Q′)

=
d(Ã, Q̃)2 + d(B̃, Q̃)2 − d(Ã, B̃)2

2d(Ã, Q̃)d(B̃, Q̃)
+O(s2)

d(Ã, B̃)2

d(Ã, Q̃)d(B̃, Q̃)

= cos ∠(Ã, Q̃, B̃) + o(s)

Der zweite Summand ist ein o(s)-Term, denn asymptotisch für s→ 0 gilt

d(Ã, B̃) = d(A,B) ≤ α + s ≤ 2s

d(Ã, Q̃) = d(A,Q) ≥ s

2

d(B̃, Q̃) = d(B,Q) = α =
s2

ε
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Die analoge Rechnung funktioniert für den Winkel ∠(Ã, Q̃, D̃) und wir erhalten

cos ∠(Ã, Q̃, B̃) + cos ∠(Ã, Q̃, D̃) = cos ∠(A′, Q′, B′) + cos ∠(A′, Q′, D′) + o(s)

= o(s)

Damit folgt

cos ∠(Ã, Q̃, B̃) + cos ∠(C̃, Q̃, B̃) + cos ∠(Ã, Q̃, D̃) + cos ∠(C̃, Q̃, D̃) = o(s)

Also gilt

〈x′′1(0), w1 + w2〉 = 0

und entsprechend für x2, . . . , xm−1. Damit ist

h(Q) = 2

m−1∑

i=1

〈x′′i (0), w1 + w2〉 = 0

Das ist ein Widerspruch, denn wir hatten Q so gewählt, daß h(Q) 6= 0 gilt.

Die Annahme P̃ ∈ X̃m muß also fallengelassen werden, damit ist Schritt 2
beendet.

Schritt 3: Wir wählen jetzt einen Punkt P ∈ Xm−1, dessen Bildpunkt f(P )
nicht im m− 2-Skelett von S̃ liegt und für den h(P ) 6= 0 gilt. Dann ist h 6= 0
in einer Umgebung von P und nach Schritt 2 bildet f eine Umgebung von P

in Xm−1 isometrisch auf eine Umgebung von P̃ in X̃m−1 ab. Die Anzahl k der

m-Straten, die in Xm−1 bzw. X̃m−1 eintreffen, ist wieder gegeben durch

1 − (−1)m+1χlok(S, P ) = 1 − (−1)m+1χlok(S̃, P̃ )

und somit für beide Mengen gleich.

Die m-Straten, die in Xm−1 eintreffen, seien Xm
1 , . . . , X

m
k . Sie sind die lokalen

Zusammenhangskomponenten von S \Xm−1 bei P und werden (lokal) auf die

Straten X̃m
1 , . . . , X̃

m
k abgebildet.

Wähle jetzt einen Punkt R ∈ Xm
1 nahe bei P , eine kürzeste Geodätische

zwischen R und Xm−1 mit Fußpunkt Q. Aus der Dreiecksungleichung folgt
wieder, daß Q nahe bei P liegt und somit h(Q) 6= 0 nahe bei h(P ) liegt. Die
Geodätische γ zwischen Q und R sei nach der Bogenlänge parametrisiert mit
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γ(0) = Q. Das von der Exponentialabbildung stammende Koordinatensystem
sei wieder mit x1, . . . , xm−1 bezeichnet. Dann bilden die Kurven f ◦ xj, j =

1, . . . , m − 1 paarweise orthogonale Kurven auf X̃m−1. Natürlich bildet f die
Geodätische γ auf eine Geodätische γ̃ = f ◦ γ ab, die kürzeste Verbindung
zwischen R̃ und Q̃ ist.

Jetzt folgt aus den Formeln aus Kapitel 4, daß h(Q) rein metrisch aus gewis-
sen Winkeln zwischen den Punkten P, γ(α), xj(s), xj(−s), j = 1, . . . , m − 1
berechnet werden kann. Dabei muß α jeweils genügend klein gewählt werden,
aber trotzdem noch asymptotisch größer als s2 sein. Das kann für S und für
S̃ simultan geschehen. Da f eine Isometrie ist und die Winkel sowohl in S als
auch in S̃ berechnet werden können, hat man für beide Mengen das gleiche
asymptotische Verhalten:

m−1∑

j=1

{cos ∠(xj(s), Q, γ(α)) + cos ∠(xj(−s), Q, γ(α))}

=
s

2

〈
m−1∑

j=1

x′′j (0), w1

〉
+ o(s)

=
s

2

〈
m−1∑

j=1

(f ◦ xj)′′(0), w̃1

〉
+ o(s)

Es folgt

〈
m−1∑

j=1

x′′j (0), w1

〉
=

〈
m−1∑

j=1

(f ◦ xj)′′(0), w̃1

〉

Das ist analog für die anderen Straten richtig und es folgt

h(Q) = 2

〈
m−1∑

j=1

x′′j (0),

k∑

j=1

wj

〉

= 2

〈
m−1∑

j=1

(f ◦ xj)′′(0),

k∑

j=1

w̃j

〉

= h(Q̃)

Läßt man Q gegen P gehen, so strebt Q̃ gegen P̃ . Wegen der Stetigkeit von h
folgt h(P ) = h(P̃ ).
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Ist P ∈ Xm−1 mit h(P ) = 0 und f(P ) ∈ X̃m−1, so ist h(P̃ ) = 0, denn sonst
könnte man die obige Argumentation mit vertauschten Rollen von S und S̃
durchspielen.

Da für volm−1-fast jeden Punkt P ∈ Xm−1 der Punkt f(P ) nicht im m − 2-
Skelett von S̃ liegt (f ist eine Isometrie!), gilt fast überall die Gleichung h(P ) =
h(P̃ ).

Schließlich folgt daraus die Gleichheit der Skalarkrümmungsmaße von S bzw.
S̃ auf den m− 1-Straten:

scal(S,−)|Xm−1 = scal(S̃,−)|
X̃m−1

Schritt 4: Es gilt auch

scal(S,−)|Xm−2 = scal(S̃,−)|
X̃m−2

und

scal(S,−)|Xm = scal(S̃,−)|gXm

Letzteres ist die klassische Tatsache, daß die Skalarkrümmung eine metrische
Invariante ist. Die erste Gleichung folgt aus der Formel für scal(S,−)|Xm−2 , in
der nur intrinsische Terme (m,χlok, θ) stehen (siehe Theorem 2.7). Dabei geht
man so vor wie in Schritt 2 und 3: zuerst zeigt man, daß ein Punkt, für den
hm−2 6= 0 gilt, nicht in einem m − 1-Stratum liegt. Dann erhält f |Xm−2 fast
überall die Größe hm−2 und man ist fertig.

Damit ist der Beweis von Theorem 5.1 vollständig. 2
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Kapitel 6

Konforme Variation der Metrik

Klassische Aussagen der Riemannschen Geometrie beschäftigen sich mit Va-
riationen der Skalarkrümmung. Diese sollen auf definierbare Mengen übertra-
gen werden. Während Riemannsche Mannigfaltigkeiten nicht eingebettet zu
sein brauchen und es somit Sinn macht, auf der gleichen Mannigfaltigkeit ver-
schiedene Metriken zu betrachten, sind definierbare Mengen in Euklidische
Räume eingebettet und tragen somit eine kanonische Metrik. Um den Varia-
tionsformeln trotzdem Sinn zu geben, stellt sich die Theorie der Analytisch-
Geometrischen Kategorien als die geeigenete Verallgemeinerung von o-mini-
malen Systemen heraus. Auf den Zusammenhang zwischen diesen Theorien
wurde bereits in Abschnitt 1.1.5 hingewiesen.

Die Strategie ist die folgende: C-Mengen sind Teilmengen von Mannigfaltigkei-
ten, tragen aber noch keine natürliche Metrik. Eine Metrik auf S ∈ C(M) wird
definitionsgemäß induziert durch eine Metrik auf der umgebenden Mannigfal-
tigkeit M . Da man letztere auf verschiedene Weisen mit einer Riemannschen
Metrik ausstatten kann, gilt das auch für S. Eine konforme Änderung der Me-
trik ist gegeben, wenn die Metrik auf M punktweise mit einer reellen Zahl
multipliziert wird und dieser Faktor eine glatte Funktion auf M bildet.

Bezeichnungen:
Sei S ∈ C(M) eine kompakte C-Menge der Dimension m ≥ 3 mit einer Metrik
g. Sei f eine reell analytische Funktion auf S (d.h. die Einschränkung einer
reell analytischen Funktion auf M), die wir auch als stratifizierte Funktion
auffassen. Wir bezeichnen mit St die Menge S, versehen mit der Metrik gt :=
(1 + tf)g. Da S kompakt ist, ist für genügend kleine t gt wieder eine Metrik
(gegebenfalls muß die umgebende Mannigfaltigkeit M verkleinert werden). Mit
scalt(S) bezeichnen wir die reelle Zahl scal(St, St). Der Term 〈scal, f〉 steht für
das (stratifizierte) Skalarprodukt der beiden (stratifizierten) Funktionen f und
scal.

Theorem 6.1. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

∂

∂t
|t=0 scalt =

m− 2

2
〈scal, f〉
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Bevor wir zum Beweis kommen, muß eine Variante des Satzes von Gauss be-
wiesen werden, die später benötigt wird.

6.1 Satz von Gauss

Bei den Variationsformeln, die wir erhalten werden, treten gewisse Randterme
auf, die im glatten Fall gegen innere Terme gekürzt werden können. Dazu be-
nutzt man den Satz von Gauss. Diesen Satz auch in Analytisch-Geometrischen
Kategorien verfügbar zu machen, ist das Ziel dieses Abschnittes. Die Beweis-
idee besteht aus zwei Teilen: zunächst wird mit einem schönen Trick gezeigt,
daß der Laplaceoperator einer glatten Funktion f integrierbar ist. Dann folgt
mit Approximationsargumenten der Satz aus dem entsprechenden Satz in der
klassischen Situation.

Satz 6.2. Gegeben sei eine kompakte Menge S ∈ C(M), eine (reell analyti-
sche) Riemannsche Metrik g auf M sowie eine reell analytische Funktion f
auf M . Sei Xm ein höchstdimensionales Stratum von S. Dann gilt

∫

Xm

∆fd volm =

∫

∂Xm

w(f)d volm−1

Dabei bezeichnet w den in Richtung Xm weisenden Einheitsnormalenvektor
von ∂Xm.

Beweis:
Schritt 1: Behauptung: ∆f ist auf Xm integrierbar.

Um die Behauptung zu beweisen, versehen wir M mit der Metrik g1 := e2fg.
Diese Metrik ist reell analytisch und induziert eine Metrik auf S und damit
auf Xm. Die Skalarkrümmung von Xm bezüglich g1 ist nach [Bes87] gegeben
durch

s1 = e−2f (s+ 2(m− 1)∆f − (m− 2)(m− 1)|df |2)

Nun muß s1 integrierbar sein. Zur Begründung zerlegen wir eine Umgebung
von S in (M, e2fg) in endlich viele Stücke und betten diese isometrisch in einen
Euklidischen Raum ein. Das ist möglich nach einem Theorem von Janet, siehe
[Jan26] sowie [Gro86]. Dann gehen die Teile von S über in definierbare Mengen,
für die die Skalarkrümmung jeweils integrierbar ist.

Aus den gleichen Gründen folgt, daß s integrierbar ist.

Wegen der Kompaktheit von S ist f beschränkt. Der Term |df | ist ebenfalls
beschränkt und somit integrierbar. Also läßt sich ∆f als Summe von integrier-
baren Funktionen darstellen und ist selbst integrierbar. Das zeigt die Behaup-
tung.
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Schritt 2: Wir können ohne Einschränkung annehmen, daß Xm eine topolo-
gische Mannigfaltigkeit mit Rand ist (notfalls muß feiner stratifiziert werden).
Wir benutzen innere approximierende Funktionen im Sinne von [Ku99] und
erinnern zuerst an die Definition:

Definition 6.3. ([Ku99]) Sei S eine kompakte definierbare Menge, Xm ein
Stratum der höchsten Dimension, welches eine topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand ist. Gegeben sei eine stetige Funktion g : Xm 7→ [0,∞). Setze
Xt := g−1([t,∞)). Dann heißt g innere approximierende Funktion zu Xm,
wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

a) ∂Xm = g−1(0).

b) g ist C3 auf Xm.

c) Es gibt ein δ > 0, so daß Xδ alle singulären Punkte von g enthält.

d) Sei (ak) in Xm \ Xδ eine Folge mit ak → x ∈ X i ⊆ ∂Xm sowie
grad g(xk)

‖ grad g(xk)‖ → v ∈ TxIR
n. Dann gilt v ⊥ TxX

i.

e) Es gibt ein R > 0 und eine Schranke S, so daß für alle t ∈ [0, δ] gilt: für
fast alle a ∈ IRn hat dist2

a |Xt
: Xt 7→ IR höchstens S kritische Punkte x

mit ‖x− a‖ ≤ R.

In [Ku99] wird gezeigt, daß für definierbare Mengen innere approximierende
Funktionen existieren.

Für t ∈ (0, δ) zerlegen wir das Integral von ∆f über Xm in zwei Teile:
∫

Xm

∆fd volm =

∫

Xt

∆fd volm +

∫

Xm\Xt

∆fd volm

Aus Schritt 1 folgt, daß der zweite Summand für t→ 0 gegen 0 geht.

Xt ist dagegen eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand g−1(t) und wir
können den klassischen Satz von Gauss (siehe z.B. [Lang95]) anwenden. Das
nach innen zeigende Normalenvektorfeld des Randes ist gegeben durch grad g

‖ grad g‖ .
Es folgt also

∫

Xt

∆fd volm =

∫

g−1(t)

〈
grad g

‖ grad g‖ , grad f

〉

Den Grenzwert der linken Seite kennen wir, den Grenzwert der rechten Seite
müssen wir noch ausrechnen.

Für x ∈ Xm setzen wir v(x) := grad g
‖ grad g‖ . Dann kann v stetig fortgesetzt werden

auf Xm∪Xm−1, das besagt die vierte Bedingung an die innere approximierende
Funktion sowie die Eindeutigkeit des Limestangentialraumes an Straten der
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Kodimension 1 (Satz 2.8). Es ist dann für x ∈ Xm−1 v(x) = w(x), wobei w
der in Richtung Xm zeigende Einheitsnormalenvektor von Xm−1 ist.

Wir setzen weiterhin h(x) := 〈v(x), grad f(x)〉 für x ∈ Xm ∪Xm−1 und h = 0
auf Xm−2.

Es ist
∫

g−1(t)

〈
grad g

‖ grad g‖ , grad f

〉
d volm−1 = 2

∫

X

hdΛm−1(Xt,−)

denn Λm−1(Xt,−) ist gerade die Hälfte des m− 1-Volumenmaßes des Randes
von Xt und dieser ist gegeben durch g−1(t).

Nach dem Zweiten Approximationssatz aus [Ku99] konvergiert Λm−1(Xt, U)
für t → 0 gegen Λm−1(X,U), falls U offen und mit Xm verträglich ist. Dabei
heißt U mit Xm verträglich, wenn für jedes Stratum X i auf dem Rand von Xm

der Durchschnitt ∂U ∩X i höchstens die Dimension i hat. Die offenen Mengen
h−1((a, b)) sind mit Xm verträglich außer für endlich viele Werte von a bzw.
b. Das folgt aus dem Satz von Sard und der Tatsache, daß h definierbar ist.

Mit einigen technischen Argumenten, die hier nicht ausgeführt werden sollen
(im wesentlichen schaut man sich die Definition der Lebesgueintegrale an und
benutzt die Beschränktheit von h), folgt leicht

lim
t→0

∫

g−1(t)

〈
grad g

‖ grad g‖ , grad f

〉
d volm−1 = lim

t→0
2

∫

X

hdΛm−1(Xt,−)

= 2

∫

X

hdΛm−1(X,−)

=

∫

Xm−1

w(f)d volm−1

Setzt man alles zusammen, so folgt
∫

Xm

∆fd volm =

∫

∂Xm

w(f)d volm−1

was zu beweisen war. 2

6.2 Beweis der Variationsformel

Beweis:
Schritt 1 (Glatter Teil):
Auf kompakten glatten Mannigfaltigkeiten gibt es klassische Formeln für die
Variation der Skalarkrümmung unter konformen Änderungen der Metrik. Man
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benutzt oft andere Parametrisierungen als die obige, genauer gesagt setzt man

g1 := ψ
4

m−2 g mit einer glatten positiven Funktion ψ auf S sowie g1 = e2f̄g mit
einer glatten Funktion f̄ auf S. Dann gelten folgende Formeln (siehe [Bes87]):

• Das Volumenelement bezüglich der Metrik g1 ist gegeben durch µg1 =

emf̄µg.

• Die Skalarkrümmung bezüglich der Metrik g1 ist gegeben durch

s1 = 4
m− 1

m− 2

∆ψ

ψ
m+2

m−2

+ sψ
−4

m−2

• Für den Levi-Civita Zusammenhang ist

∇1
XY = ∇XY + df̄(X)Y + df̄(Y )X − g(X, Y )Df̄

Die Umrechnung der Darstellungen erfolgt durch ψt := (1 + tf)
m−2

4 und f̄t :=
1
2
log(1 + tf). Wir schreiben für die zugehörige Skalarkrümmung (hier ist die

Skalarkrümmung im klassischen Sinne gemeint) bzw. das Volumenelement ein-
fach st bzw. (d volm)t. Das Volumenelement bezüglich g ist wieder d vol.

Offenbar gilt

∂ψt
∂t

|t=0 =
m− 2

4
f

Jetzt können wir für ein gegebenes m-Stratum Xm alles einsetzen und erhalten

∂

∂t
|t=0 scal(St, X

m) =
∂

∂t
|t=0

∫

Xm

st(d volm)t

=
∂

∂t
|t=0

∫

Xm

{
4
m− 1

m− 2

∆ψt

ψ
m+2

m−2

t

+ sψ
−4

m−2

t

}
ψ

2m
m−2

t d volm

=
∂

∂t
|t=0

∫

Xm

{
4
m− 1

m− 2
ψt∆ψt + ψ2

t s

}
d volm

=

∫

Xm

{
4
m− 1

m− 2

(
∂

∂t
|t=0ψt∆ψ0 + ψ0∆

∂

∂t
|t=0ψt

)

+2ψ0
∂

∂t
|t=0ψts

}
d volm

(∗)
=

∫

Xm

{
4
m− 1

m− 2
∆

(
m− 2

4
f

)
+
m− 2

2
fs

}
d volm

=

∫

Xm

{
(m− 1)∆f +

m− 2

2
fs

}
d volm

An der mit (∗) bezeichneten Stelle wurde ψ0 ≡ 1 und ∆ψ0 ≡ 0 eingesetzt.
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Schritt 2 (Straten der Kodimension 1):

Sei 〈 , 〉1 das Skalarprodukt bezüglich der Metrik g1. Die in Richtung der
höchstdimensionalen Straten weisenden Einheitsvektoren bezüglich g bzw. g1

können leicht ineinander umgerechnet werden: w̃i = e−f̄twi. Ebenso gilt für
das Orthonormalsystem des Tangentialraumes von Xm−1 in x: X̃j = e−f̄tXj.

Bezeichnet man mit h(x) den zu integrierenden Term, der bei der Berechnung
von scal(S,Xm−1) auftritt und mit h̃(x) den entsprechenden Term bei der
Berechnung von scal(St, X

m−1), so gilt:

h̃(x) = −2
k∑

i=1

m−1∑

j=1

〈
∇̃X̃j

w̃i, X̃j

〉
1

= −2
k∑

i=1

m−1∑

j=1

〈
∇̃Xj

e−f̄twi, Xj

〉

= −2
k∑

i=1

m−1∑

j=1

{
e−f̄t

〈
∇̃Xj

wi, Xj

〉
+
〈
Xj(e

−f̄t)wi, Xj

〉}

= −2e−f̄t

k∑

i=1

m−1∑

j=1

〈
∇Xj

wi + df̄t(Xj)wi + df̄t(wi)Xj − g(Xj, wi)Df̄t, Xj

〉

= −2e−f̄t

k∑

i=1

m−1∑

j=1

{〈
∇Xj

wi, Xj

〉
+ df̄t(wi)

}

= e−f̄th(x) − 2e−f̄t

k∑

i=1

(m− 1)df̄t(Xi)

Setzen wir das in den Ausdruck zur Berechnung der Skalarkrümmung ein, so
ergibt sich:

scal(St, X
m−1) =

∫

Xm−1

h̃(x)(d volm−1)e2f̄g

=

∫

Xm−1

e(m−1)f̄t h̃(x)d volm−1

=

∫

Xm−1

{
e(m−2)f̄th(x) − 2e(m−2)f̄t(m− 1)

k∑

i=1

df̄(wi)

}
d volm−1

=

∫

Xm−1

{
ψ2
t h(x) − 2

m− 1

m− 2

k∑

i=1

wi(ψ
2
t )

}
d volm−1
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Jetzt kann man die Ableitung an der Stelle t = 0 ausrechnen:

∂

∂t
|t=0 scal(St, X

m−1) =

∫

Xm−1

{
m− 2

2
fh− (m− 1)

k∑

i=1

wi(f)

}
d volm

Schritt 3: Straten der Kodimension 2:

Der Term, über den integriert wird, um scal(S,−)|Xm−2 zu berechnen, ist ge-
geben durch

hm−2(x) =
1

2
+ (−1)m

χlok(S, x)

2
− θ(S, x)

Bei einer konformen Änderung der Metrik verändert er sich nicht. Nur die
Volumenform auf Xm−2 wird geändert. Es gilt

scal(St, X
m−2) =

∫

Xm−2

h̃m−2(x)(d volm−2)e2f̄g

=

∫

Xm−2

e(m−2)f̄hm−2(x)d volm−2

=

∫

Xm−2

ψ2hm−2(x)d volm−2

Wegen
∂ψ2

t

∂t
|t=0 = m−2

2
f folgt

∂

∂t
|t=0 scal(St, X

m−2) =

∫

Xm−2

∂ψ2
t

∂t
|t=0hm−2(x)d volm−2

=
m− 2

2

∫

Xm−2

fhm−2(x)d volm−2
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Schritt 4:

Jetzt fassen wir die Terme aus den ersten drei Schritten zusammen und finden

∂

∂t
|t=0 scal(St, St) =

∫

Xm

{
(m− 1)∆f +

m− 2

2
fs

}
d volm

+

∫

Xm−1

{
m− 2

2
fh− (m− 1)

k∑

i=1

wi(f)

}
d volm−1

+
m− 2

2

∫

Xm−2

fhm−2(x)d volm−2

=
m− 2

2
〈f, scal〉

+ (m− 1)

(∫

Xm

∆fd volm−
∫

Xm−1

k∑

i=1

wi(f)d volm−1

)

An dieser Stelle sei daran erinnert, daß 〈f, scal〉 das (stratifizierte) Skalar-
produkt der (stratifizierten) Funktionen scal und f bezüglich des (stratifizier-
ten) Volumenmaßes volm, volm−1, volm−2 bezeichnet. In der obigen Formel ist
natürlich über alle Straten Xm, Xm−1 sowie Xm−2 zu summieren. Für ein
Stratum Xm−1 der Kodimension 1 sind die wi die in die höchstdimensionalen
Straten zeigenden Einheitsvektoren.

Der letzte Summand fällt nach dem Satz von Gauss (Satz 6.2) weg.

Damit ist der Beweis von Theorem 6.1 vollständig. 2

Korollar 6.4. Eine Metrik g auf S ist genau dann kritischer Punkt von
scal(S) bezüglich allen Variationen mit zu g konformen Metriken gleichen Vo-
lumens, wenn

scal(Sg,−) = c vol(Sg,−)

mit einer Konstanten c ∈ IR gilt.

Beweis: Die Bedingung an das Volumen besagt, daß nur solche Variationen
der Metrik zulässig sind, bei denen das Volumen gleich bleibt. Es muß also

∂

∂t
|t=0 vol(Sgt) =

∂

∂t
|t=0

∫

Xm

(1 + tf)md volm = m

∫

Xm

fd volm = 0

gelten.

Schritt 1: Angenommen, g ist kritisch. Wir müssen zeigen, daß scal(Sg,−) =
c vol(Sg,−) gilt.
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Wählt man für f Funktionen, deren Integral über Xm verschwindet und die
in einer Umgebung des m− 1-Skeletts identisch 0 sind, so sieht man, daß die
Skalarkrümmung auf dem glatten Teil konstant sein muß.

Eine beliebige glatte Funktion auf Xm−1, die in einer Umgebung des m − 2-
Skeletts verschwindet, kann zu einer glatten Funktion mit Integral 0 aufXm er-
weitert werden. Der Ausdruck 〈scal, f〉 ist dann gegeben durch 〈scalm−1, fm−1〉.
Damit er für alle solchen Funktionen f verschwindet, muß scalm−1 identisch 0
sein.

Analog zeigt man, daß scalm−2 identisch 0 ist.

Das beendet diese Richtung.

Schritt 2: Ist scal(Sg,−) = c vol(Sg,−), so folgt sofort scalm−1, scalm−2 ≡ 0.
Für eine glatte Funktion f ist dann 〈scal, f〉 = c

∫
Xm fd volm. Da nur Varia-

tionen mit Integral 0 zugelassen waren, ist der letzte Ausdruck 0 und somit g
kritisch bezüglich scal.

Das beendet die andere Richtung und damit den Beweis von Korollar 6.4. 2

In der glatten Situation (ab Dimension 3) sind die Metriken, die bezüglich kon-
formen Änderungen der Metrik mit gleichbleibendem Volumen kritisch unter
dem Funktional scal sind, genau die Metriken mit konstanter Skalarkrümmung.
Durch Analogie werden wir motiviert, konstante Skalarkrümmung wie folgt zu
definieren:

Definition 6.5. Sei dimS ≥ 2. Eine Metrik g auf S hat konstante Skalar-
krümmung, wenn

scal(Sg,−) = c vol(Sg,−)

mit einer Konstanten c ∈ IR gilt.

Für Dimensionen größer oder gleich 3 besagt das obige Korollar dann wie im
glatten Fall, daß die kritischen Punkte des Funktionals scal bei konformen
Änderungen der Metrik unter gleichbleibendem Volumen genau die Metriken
mit konstanter Skalarkrümmung sind.

Der Fall dimS = 2 wurde im Theorem 6.1 und im Korollar 6.4 ausgeschlossen.
In der Tat ist in diesem Fall jede Metrik kritisch, denn scal ist dann nichts
anderes als 4πχ(S) und damit unabhängig von der gewählten Metrik. Totzdem
macht die obige Definition auch für diese Dimension Sinn.

Wir wollen jetzt einige Beispiele von Mengen mit konstanter Skalarkrümmung
aufführen.

Beispiele:

• Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit hat genau dann konstante Skalar-
krümmung im Sinne von Definition 6.5, wenn ihre Skalarkrümmung im
klassischen Sinne konstant ist.
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• Eine Halbsphäre hat konstante Skalarkrümmung, da der Rand geodätisch
ist und somit keinen Term zu scal liefert.

• Klebt man Mannigfaltigkeiten konstanter Skalarkrümmung entlang von
Straten der Kodimension mindestens 3 zusammen, so erhält man Räume
mit konstanter Skalarkrümmung. Beispielsweise kann man zwei Euklidi-
sche Räume IR3 entlang des Ursprungs 0 zusammenkleben und erhält
einen Raum konstanter Skalarkrümmung. Dieses Beispiel zeigt, daß die
lokale Topologie von Räumen konstanter Skalarkrümmung nicht beson-
ders einfach sein muß. Die Bedingung, konstante Skalarkrümmung zu
haben ist eine Bedingung an die m,m− 1 und m− 2-Straten, für nieder-
dimensionale Straten wird keine Einschränkung gemacht.
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Vermutungen und weitere
Fragestellungen

Die Haupttheoreme dieser Arbeit zeigen, daß die eingeführte Definition der
Skalarkrümmung alle gewünschten Eigenschaften hat: sie ist verträglich mit der
Schnittkrümmung im metrischen Sinne, invariant unter Isometrien und verhält
sich bei konformen Änderungen der Metrik wie die klassische Skalarkrümmung
von Riemannschen Mannigfaltigkeiten. In dieser Hinsicht ist die vorliegende
Arbeit relativ abgeschlossen. Trotzdem ergeben sich weitere Probleme und
Fragestellungen, von denen hier einige erwähnt werden sollen:

Problem 1: Die Gültigkeit der Querschnittsformel bei definierbaren Mengen
wurde für fast jeden Punkt bewiesen. Interessant wäre es zu wissen, wann diese
Formel nicht nur fast überall, sondern für jeden Punkt gilt. Eine plausible
Vermutung scheint zu sein, daß dies bei Verdier-stratifizierten definierbaren
Mengen der Fall ist.

Problem 2: Die Voraussetzung, daß S eine definierbare Menge ist, wurde
nur selten wirklich benutzt. Es scheint dennoch nicht einfach zu sein, eine
größere Klasse von stratifizierten Räumen zu spezifieren, für die sich die Ska-
larkrümmung definieren läßt und die Haupttheoreme der Arbeit ihre Gültigkeit
behalten. Bereits die Existenz von Volumen und Dichte führt auf schwierige
Probleme, die bei definierbaren Mengen nicht auftreten.

Problem 3: Es stellt sich die Frage, welche topologischen Hindernisse es
für die Existenz einer Metrik mit positiver oder negativer Skalarkrümmung
gibt. Dieser Problemkreis ist bereits im klassischen Fall recht schwierig, eine
Übertragung auf die singuläre Situation wäre sehr wünschenswert.

Problem 4: Beschränkt man sich nicht auf konforme Änderungen der Metrik,
sondern läßt beliebige Variationen zu, so ergeben sich einige Schwierigkeiten.
Schon bei konformen Änderungen der Metrik mußte zunächst eine Version des
Satzes von Gauß im o-minimalen Kontext bewiesen werden. Während man im
Fall von Riemannschen Mannigfaltigkeiten gewisse Terme unter Zuhilfenahme
von klassischen Sätzen der Art des Satzes von Gauß ausrechnen kann, ist das
bei definierbaren Mengen nicht ohne weiteres möglich. Trotzdem ist dieses
Problem sehr interessant, denn die Terme, die im klassischen Fall auftreten,
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hängen stark mit der Riccikrümmung zusammen. Eventuell ist es möglich, auf
diesem Wege auch Riccikrümmung für definierbare Mengen einzuführen.

Problem 5: Wir haben gesehen, daß die Skalarkrümmung eine innere Größe
ist, d.h. invariant unter Isometrien. Es wäre interessant, eine Definition der
Skalarkrümmung zu finden, die nur auf innere Terme zurückgreift (z.B. auf
das Volumen kleiner Bälle). Allerdings scheint dieses Problem im Augenblick
außer Reichweite zu sein. Ebenfalls unklar ist, wie sich die Skalarkrümmug
unter Bilipschitzabbildungen verhält.
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